Prof. Dr. H. Brenner, Dr. L. Katthin Osnabriick SS 2014

Einfiihrung in die mathematische Logik
Arbeitsblatt 13
Ubungsaufgaben

AUFGABE 13.1. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und n € N. Zeige,
dass die Menge

N>, = {r e N|z > n}
ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem ausgezeichneten Ele-
ment und mit welcher Nachfolgeabbildung) erfillt.

AUFGABE 13.2. Es seien N; und N, Dedekind-Peano-Modelle der natiirlichen
Zahlen. Es sei
©: N — N,
der eindeutig bestimmte Isomorphismus mit ¢(0;) = 0y und p(n') = (p(n))’
fiir alle n € Ny. Zeige, dass ¢ die Addition respektiert, dass also
p(m+n) = o(m) +¢(n)
fiir alle m,n € Ny gilt.

AUFGABE 13.3. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Addition assoziativ
ist.

AUFGABE 13.4. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Multiplikation kom-
mutativ und assoziativ ist und dass 1 das neutrale Element ist.

AUFGABE 13.5. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Kiirzungseigen-
schaft gilt, d.h. dass aus xz = yz mit z # 0 die Gleichheit z = y folgt.

AUFGABE 13.6. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Ordnungsrelation
mit der Addition und der Multiplikation vertraglich ist.

AUFGABE 13.7. Zeige, dass in einem Peano-Halbring der Ausdruck
VaVy (z <yANy<z+1—(y=xzVy=x+1))
gilt.
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AUFGABE 13.8. Zeige, dass in einer Struktur, die die Peano-Axiome fiir den
Nachfolger erfiillt, die Aussage
Ve(r=0Vax=N0OVJy(NNy=ux))
gilt.

AUFGABE 13.9. Es sei M die disjunkte Vereinigung aus N und aus Z.*! Wir
definieren auf M eine Nachfolgerfunktion, die auf den beiden Bestandteilen
durch den iiblichen Nachfolger gegeben ist (also durch +1), und wir betrach-
ten die 0 € N als die Null von M.

a) Zeige, dass M die ersten beiden Axiome aus den Peano-Axiomen fiir die
Nachfolgerfunktion erfiillt.

b) Zeige, dass es keine Addition auf M gibt, die mit den Additionen auf N
und auf Z iibereinstimmt und fiir die die Abziehregel gilt.

¢) Gilt das Induktionsaxiom (formuliert fiir die Nachfolgerfunktion)??

AUFGABE 13.10. Zeige, dass die Vorgingereigenschaft
Ve(x #0— Jy(z =y +1))

aus der Menge der erststufigen Peano-Axiome ableitbar ist.

AUFGABE 13.11. Zeige, dass die Division mit Rest aus der Menge der erst-
stufigen Peano-Axiome ableitbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 13.12. (3 Punkte)
Es seien N; und Ny Dedekind-Peano-Modelle der natiirlichen Zahlen. Es sei
@ Nl — N2

/

der eindeutig bestimmte Isomorphismus mit ¢(0;) = 0y und p(n’) = (¢(n))
fiir alle n € N;. Zeige, dass ¢ die Multiplikation respektiert, dass also

p(m-n) = p(m) - o(n)
fiir alle m,n € Ny gilt.

!Dabei muss man darauf achten, die Elemente aus N nicht mit denen aus Zsq zu
verwechseln. Beispielsweise kann man die Elemente einerseits mit 5 und andererseits mit
57 bezeichnen.

2Diese Aufgabe ist wohl schwierig.



AUFGABE 13.13. (4 Punkte)

Es sei N ein Peano-Dedekind-Modell der natiirlichen Zahlen und M ein
Peano-Halbring. Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte Abbildung

o: N— M

mit ¢(0) = 0 und ¢(n') = p(n) + 1 gibt. Zeige ferner, dass ¢ injektiv ist und
die Addition und die Multiplikation respektiert.

AUFGABE 13.14. (4 Punkte)

Zeige, dass in einem Peano-Halbring das Distributivgesetz gilt.

AUFGABE 13.15. (3 Punkte)

Zeige, dass R>o mit 0,1 und der natiirlichen Addition und Multiplikation die
ersten sechs Peano-Axiome erfiillt, aber nicht das Induktionsaxiom.



