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Modelli probabilistici di fenomeni aleatori

Da Wikiversita, l'universita aperta.

La teoria della probabilita si occupa dello studio dei fenomeni aleatori. Quando non siamo in grado di dare
una caratterizzazione esatta del fenomeno ¢ dobbiamo dare una descrizione globale del fenomeno stesso,
usiamo la probabilita.
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Probabilita e statistica

Esperimenti aleatori

Sono aleatori tutti gli esperimenti per i quali ¢ difficile o impossibile prevedere in modo esatto il risultato, ma
presentano una qualche forma di regolarita. Il comportamento dei fenomeni aleatori puo essere descritto solo
attraverso grandezze globali e/o medie.

Non ci interessa solo il caso in cui sia impossibile, ma anche sia molto difficile, cosi tanto da rendere la
descrizione irrealizzabile.

Pensando alla definizione di probabilita, i valori medi possono essere i momenti e le regolarita del primo o
second'ordine. Tanto per dare un esempio, ¢ difficile predire esattamente il risultato di ogni lancio del dado,
ma se il dado non ¢ truccato posso dire che ogni faccia ha la stessa probabilita di uscire. Posso prevedere il
valor medio del risultato e la statistica collegata.

Teoria della probabilita e statistica

La teoria della probabilita si occupa della costruzione di modelli probabilistici (matematici) che descrivano i
fenomeni aleatori. La statistica, invece, si occupa di verificare I'aderenza di un modello rispetto ai dati
sperimentali.

Nella parte di teoria della probabilita possiamo dire qual ¢ la funzione di densita di probabilita del dado. La
statistica si preoccupa di dire se, dato un dado, questo aderisce al modello della teoria della probabilita o se
questo ¢ truccato. Gli ambiti in cui viene utilizzata la teoria della probabilita sono molti, per esempio:
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teoria delle code;

instradamento ottimo dei pacchetti;

analisi fatta a livello statistico;

meccanica statistica relativa ai gas (posso descrivere la pressione, che ¢ un valore medio, e non la
posizione di ogni molecola);

= claborazione e trasmissione dell'informazione.

Teoria dell'informazione

La teoria dell'informazione studia i problemi legati all'elaborazione e alla trasmissione dell'informazione
utilizzando un approccio probabilistico.

Esempio:
Se dico:

1. oggi il treno per Milano delle 17.25 sara in ritardo di 10 minuti
2. oggi il treno per Milano delle 17.25 sara puntuale

Pensando a come funzionano le ferrovie in Italia, qual e l'informazione piu importante? La seconda,
perché si verifica raramente: un evento raro ¢ molto piu informativo. La misura di informazione e
basata sulla probabilita. L'informazione associata ad un evento é inversamente proporzionale alla
sua probabilita di occorrenza.

L'informazione si misura con la deﬁnizione[l]

1
i(my) = log ——
( Fi.) 5 P (mk:)
Dall'informazione i(m) si passa alla definizione di entropia:
T T 1
H(M) =Y p(my) -i(my) = Y p(my) - log S Eli] conm, € M
k=i k=i ’

L'entropia non ¢ altro che l'informazione media di una sorgente.

Esempio:

Supponiamo di avere una sorgente X che emette simboli 0 e 1. La sorgente emette simboli in modo
equiprobabile, quindi

mp0)=1/2
mp(l)=1/2

Di solito si hanno delle stringhe di bit 110111001 1. Un'operazione importante é la codifica della
sorgente; quello che si vuole fare é trovare un codice per rappresentare questa stringa, con o senza
perdita, con un numero minore di bit. Con la probabilita data non é possibile comprimere la
stringa, perché i simboli sono equiprobabili. Se i simboli sono indipendenti, il fatto che sia uscito un
1 0 uno 0 non influenza il risultato del prossimo simbolo.
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0 0.5 1.0
PriX=1)

Al contrario, se i bit non sono equiprobabili, posso rappresentare con meno bit i simboli della
sorgente, posso comprimere.

La costruzione di modelli semplificati pud cambiare nettamente le prestazioni di un canale o di un sistema di
telecomunicazioni.

Statistica

Definizione: Fenomeno aleatorio

Un fenomeno aleatorio é un esperimento i cui possibili risultati appartengono ad un insieme ben
definito e dove l'esito non e prevedibile (o predicibile) a priori. E' importante che l'insieme dei
possibili risultati sia ben definito, deve essere noto.

Definizione: Spazio degli esiti
Lo spazio degli esiti, o spazio campione Q associato ad un esperimento aleatorio, e l'insieme di tutti
i possibili risultati di un esperimento. Puo essere finito o infinito, sia numerabile che non
numerabile.

Definizione: Evento

Dato uno spazio campione Q, si dice evento un qualsiasi sottoinsieme A di Q, ACQ

Esempio:

Si consideri il lancio di un dado a 6 facce. Si ha:

={1,2,3,4,5,6}

Definizione: Spazio degli eventi

Dato uno spazio campione €, si definisce spazio degli eventi F l'insieme non vuoto che contiene tutti
gli elementi di interesse (determinabili su Q) che soddisfano le seguenti proprieta:

LQBeF
2. A,Be F = AN B € F (dai teoremi di De Morgan)
3SNACF = ACF

Un spazio F é una o-algebra se vale anche:
s UF AEF VYA, -, Ay k€1, 00]

cioe, se si ha chiusura rispetto all'unione numerabile. Noi useremo esclusivamente o-algebre.

Ci saranno, in generale, piu di uno spazio F degli eventi. Il piu banale deve contenere I'unione ed il
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complemento degli eventi.

Fl — {ﬁ,ﬂ}

Esempio: Esempio di utilizzo della teoria della probabilita: il cut detection

In un filmato, si assume che frame vicini siano simili tra loro. Qual é l'interframe, la distanza tra
due frame? Quando l'interframe é troppo elevato, posso dichiarare che c'e stata una transizione del
filmato. Posso usare soglie fisse o non fisse (le soglie adattative). Grazie al modello probabilistico,
si puo introdurre la soglia adattativa, cioée che si adatta in base al modello di probabilita che stimo
sui dati.

Insieme delle parti

Definizione: Insieme delle parti
Si dice insieme delle parti lo spazio degli eventi F che contiene tutti i possibili eventi di Q, cioé tutti
i possibili sottoinsiemi che posso costruire con gli elementi di Q.

Fr=P(Q) =2

Esempio: I dadi

L'insieme delle parti e

F,={a {1},{2},{1,3,5},{2,4,6},{1,2,3},--- , 2}

Classe di insiemi

Definizione: Classi di insiemi

Dato un insieme X si dice classe C una collezione di sottoinsiemi di X. La classe di tutti i possibili
sottoinsiemi di X si chiama insieme (o collezione, o classe) delle parti.

Definizione: Partizione di un insieme

Una partizione é la classe di sottoinsiemi { X1, Xo, - - -, X, } tali che
I_Xt'ij: {Ej} Vﬂ?éj
n
LS X =X
i=1

Esempio: Il dado
Con Q= {1,2,3,4,5,6}, una partizione puo essere

P={(1,3).24).(56)}

Definizione: Cardinalita

La cardinalita di un insieme é il numero di elementi che esso contiene. Se la cardinalita di 2 ¢ N,
allora la cardinalita dell'insieme delle parti F e

|F|=2Y
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Definizioni di probabilita
Probabilita secondo la frequenza relativa

Una delle possibili definizioni di probabilita ¢ quella che usa la frequenza relativa. Si dice che la probabilita
P(A) diun evento A4 ¢ data da

.. ha
P(A)= lim —
n—X T}
dove 7 ¢ il numero di volte che si ripete l'esperimento, mentre n4 ¢ il numero di volte che si verifica I'evento
A.

Probabilita secondo il modello probabilistico

Un modello probabilistico di un fenomeno aleatorio ¢ lo spazio di probabilita identificato da tre elementi
(Q,F,P), dove:

= Q ¢ lo spazio degli esiti;
= [ ¢ lo spazio degli eventi;
m P ¢ la probabilita.

Definizione: Probabilita P
Assegnato uno spazio campione Q ed una o-algebra F di eventi di Q, si definisce probabilita una
funzione P definita su F a valori in [ (non negativi), tale che

L. P(A)=0
2. PQ) =1
3. se { jl_n }:fcl é una successione di eventi mutuamente esclusivi, cioe

oo

(A;) NA; = @ Vi+# j, allora P U — ZP(A'JE)
i i=1

Quest'ultima proprieta ¢ detta additivita numerabile, perche indica che gli elementi hanno intersezione nulla
e la somma delle loro probabilita si puo portare fuori dal segno di probabilita.

Note

1. 1 Durante tutta la trattazione si usa la base 2. Questo perche qualsiasi insieme finito o infinito proprio
puo essere messo in relazione con l'insieme dei numeri naturali, € questi possono essere indicizzati con
l'utilizzo dei soli simboli {0,1}. Inoltre, lo scopo del corso ¢ permettere I'utilizzo di tecnologie di tipo
digitale, che si basano proprio sulla base 2.

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Modelli_probabilistici di_fenomeni_aleatori"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 18:35, 23 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Spazi di probabilita

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Indice

» | Spazi di probabilita discreti
m 2 Spazi di probabilita continui
m 2.1 Spazio di Borel
m 2.2 Algebra di Borel
= 2.3 Metodi per l'introduzione di misure su spazi misurabili
m 2.4 Probabilita su spazi misurabili

Definizione: Spazio numerabile

Una coppia (Q,F) dove Q ¢ un insieme e F una o-algebra di sottoinsiemi di Q e detta spazio
numerabile.

Definizione: Misura
Una funzione m definita sulla o-algebra F, con

m=F—[0,0]
e una misura se

VAL € Flke[0,00], A; # A Vi#j

e vale

m (ij 4) - Smla)

dove gli Ak sono una collezione di insiemi.

Definizione: Probabilita
Dato uno spazio misurabile (Q,F), la probabilita P é una misura sulla o-algebra F tale che

PQ) =1

Definizione: Spazio di probabilita
Lo spazio dotato di misura (Q,F,P) e detto spazio di probabilita (o esperimento casuale).

Proprieta: Proprieta |

BC A= P(B)< P(A)

Dimostrazione:

A=BU(ANB)= P(A)=P(BUANB)= P(B)+ P(An B)
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Si sottolinea che le probabilita sono sempre positive.

Proprieta: Proprieta 2

P(1)=1-P(4)

Dimostrazione:

;*1'._];*1:9’?1“?1:@
da qui si ha

P(AUA)=P(A)+P(A)=P(Q) =1

Proprieta: Proprieta 3

P(AuB)=P(A)+ P(B) - P(An B)

Dimostrazione:

AUB=AU(ANB) - P(AUB)=P(A)+ P(ANn B)
B=(ANB)U(AUB)— P(B)=P(ANnB)+ P(AUB)
Da qui si ottiene

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

Proprieta: Proprieta 4

P(AN B) < min(P(A),P(B))

Dimostrazione:

B=(AnB)U(ANB)
P(B) =P(ANB)+P(ANB) = P(AN B) < P(B)
P(A)=P(ANB)+P(ANnB)= P(An B) < P(4)

Proprieta: Proprieta 5

La funzione probabilita e continua.

Dimostrazione:

Sia {Aﬂ} n—1 Una successione di eventi di F con

lim A, =A4

n—20
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Allora

lim P(A,) = P(lim A,)

n—>Q

Definizione alternativa: Probabilita col metodo statistico

Assegnata una coppia (Q,F), si dice probabilita la funzione P su F, a valori non negativi, tale che:

1. P(A) = 0 VA € F, assioma della non negativita;

2. P(Q) = 1, assioma di normalizzazione
3. La successione

S={A.}.

e una successione di eventi mutualmente esclusivi, quindi

P(JA.] =S P(4,)

Questi sono gli assiomi di Kolmogorov.

Definizione alternativa: Probabilita col metodo frequenzista
Un'altra definizione e quella che usa la probabilita relativa, il rapporto

P(A) = lim 4

n—as 71

Si puo osservare che anche questa definizione soddisfa tutti e tre gli assiomi di Kolomogorov. Il
problema é che, in genere, non é possibile ripetere un esperimento per un numero infinito di volte,
inoltre, il limite potrebbe non esistere.

Definizione alternativa: Probabilita col metodo classico
Per far si che esista sempre un risultato, si puo definire la probabilita come

Al
€]

P(4) =

cioe, il rapporto tra il numero di possibili risultati favorevoli (la cardinalita di A) e la cardinalita
di Q. Anche in questo caso, sono rispettati gli assiomi di Kolmogorov.

Spazi di probabilita discreti
Sia
Q= {wi,we, -, Wi}

un insieme discreto, con cardinalita finita o infinita numerabile. In tal caso, si puo scegliere come c-algebra
la collezione delle parti

F=2%
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Un evento ¢ definito come

A= J{w}, VAeF

il 4
dove gli ®; sono gli eventi elementari e disgiunti:
wi #F w; Yi # )
Allora, la probabilita viene definita come
P(A) =Y Plw)
iela

Per caratterizzare in modo completo uno spazio di probabilita discreto ¢ sufficiente, quindi, calcolare
soltanto le probabilita dei singoli elementi di €2,

P(f.r..-‘-:‘)] VI

Esempio:
1l lancio della moneta.

Spazio campione @ = {T.C}
Insieme delle parti F' = {@, 0, {T}, {C}}
P(T) = 0,5
PC) =05

Con T e C che indicano se esce testa o croce. Scrivendo questa definizione del problema, abbiamo
usato l'approccio classico

A
€

Questo approccio non funziona se si ha a che fare con monete truccate.

Se la probabilita dei singoli eventi non ¢ uniforme, allora il metodo classico introduce un errore.

Esempio:
1l lancio di due monete.

Spazio campione Q = {TT,CC,TC,CT}
P(TT) = P(CC) =P(CT) =P(TC) =1/4

La probabilita che esca T al primo lancio e 1/ 2.

Esempio:
1l lancio di un dado.

Spazio campione Q = {1,2,3,4,5,6}
F\ = {@, PARI, DISPARI, Q}
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F={2,1,3{1,3},0}
Fy=1{2,1,2,{1,4},9}

Tra queste F, quali sono o-algebre? soltanto F|.

Esempio:
Dati A e B ed una o-algebra F, A, B € F, si definisce lo spazio di probabilita (Q,F,P). Quanto
vale P(A\B)?

Soluzione:
St ha

P(A\B) = P(4) — P(ANB)

Spazi di probabilita continui

Se Q ¢ un insieme continuo, la sua dimensione | Q | ¢ infinita non numerabile. In questo caso, l'insieme delle

parti F'= 2" ¢ troppo ricco per poter definire una misura di probabilita sul suo contenuto.
Le successioni di insiemi { A, } n—1 POSsSOno essere

m decrescenti (rispetto alla relazione di inclusione), cio¢

4,24 neN= lim 4, =[] 4n
n=1

n—+

m crescenti, cioe

A, CApy YneN=lim 4, = A4,
n=1

=20

Spazio di Borel

Dato lo spazio campione
Q=R (—o0, +00)

si consideri l'insieme G, formato da tutti i sottoinsiemi di [# dati dalla somma finita di intervalli disgiunti
(a,b] ={zeR|a<z<b}con —xx<a<b< 40

Allora

G =

1

(a;, b;] conn < oo
1

n

Teorema:
G e un'algebra, ma non e una o-algebra.
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Dimostrazione: Dimostriamo che esistono algebre che non sono g-algebre
Sia

1
;4,1:(0,1——} G

T

In questo caso, si ha

n—D0

lim A, = Uz’ln={0,1)EG
im1

Quindi, si vede che G non ¢ una g-algebra, dal momento che l'insieme limite non é chiuso a
destra.

Algebra di Borel

L'algebra di Borel in [ ¢ definita come la piu piccola c-algebra generata dalla collezione di tutti gli intervalli
della forma (a,b] e viene indicata come B(IR).

Teorema:
L'algebra ]BE:]RE’.) contiene tutti gli intervalli del tipo

= [a,b]

" (a,b)

= (—o,b]
= [a}

" (— b

Dimostrazione:

La dimostrazione é lasciata per esercizio. Si segua questa traccia.

[a.,b]:ﬂ(a.—%,b}, a<b

n

@-0(e- L

Lo spazio di Borel ¢ definito come (]E, B(]E)). La restrizione di (]E, B(]E)) ad un insieme A € E(]E) &
la c-algebra di tutti gli insiemi della forma BNA con B € B(IR).

Esempio:

([0, 1], B([0,1]))

dove TR é uno spazio di Borel. Allora

Bnl0,1] con B € B(R)

Metodi per l'introduzione di misure su spazi misurabili
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In generale ¢ piu semplice definire una misura di sottoinsiemi di Q2 e poi estenderla alla c-algebra F. Nel caso

continuo, si procede definendo la misura di sottoinsiemi di 2 appartenenti ad un'algebra tale che F possa

essere generata.

Consideriamo (Q,F). Sia a un'algebra di Q tale che /' = o(a). Allora, si puo definire una premisura
mo:a—[0,00]

in modo tale che gli insiemi siano

A €a, VE=1,2,---

sono disgiunti a coppie e

(U :1;.; ca
k

Allora, la misura dell'algebra ¢

Q) =i

Teorema: Teorema di unicita della misura

La misura
m:F —[0,00] | m(A)=mp(A) VA €a

e unica, sotto l'ipotesi che my sia o-finita, ossia che esista una sequenza di insiemi

Boca k=12,
tale che
- UB;»Z ﬂ

k
» m(B) < oo Yk

Teorema: Teorema di Caratheodory

Si consideri una misura o-finita su di un'algebra a di Q. Esiste ed é unica la misura m che estende
my.

Probabilita su spazi misurabili

Consideriamo () = R, F' = B(IR). Definiamo la probabilita

Py | P() =1
sull'algebra G di tutti i sottoinsiemi di [ del tipo
n
U (H'F.:! bn’»)
k=1
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con
(ai, bi) N (aj,b;) = S Vi # j
Nota: si ha Q(G) = E(R)-
Per definire P definiamo la funzione di distribuzione F'x.

Definizione: Funzione di distribuzione Fx

La funzione di distribuzione (o funzione di ripartizione) e definita come
Fx :R —[0,1]
tale che:

Fxnon e decrescente

lim Fyx(x)=0

r——

i Fe(r) =1

Fx e continua a destra, cioe 1'11"1:1'14_ Fx(I + E) = F(I) Yre R

E—

Fx ammette limite sinistro, cioé 3 1.1131 FX(I + E) Vre R
e—U—

N N

bR x) |

i -
0 1 X
Definiamo Po:G—[0,1] come la probabilita
Po(A) = Y _[F(bx) — Faw)]| YA€ G | A= (ax.br)
k=1 k=1

dove gli (ak,bk) sono disgiunti a coppie. Si puo dire che Py ¢ o-finita,
Po(Q) =1
Dal teorema di Caratheodory segue che Py si estende in modo univoco alla misura P su (]E, B(]E)) tale che

P((a,b]) = Fx(h) — Fx(a)

Anche P ¢ una probabilita, perché
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P(Q) = Fx(o0) — Fx(— o) = 1

La Fx(x) puo essere assegnata come:

Fi(z) = ]; fxla)da

e dove vale

f::: fx(a)da =1

La f ( ) ¢ detta funzione di densita di probabilita, o densita della funzione di distribuzione F.

Se esiste la fx(x), allora si ha

P((@t) = [ Fla)da

Esempio: La funzione di densita di probabilita gaussiana
La funzione di densita di probabilita gaussiana e definita dall'equazione

1  (e—pa)?

fl@) = —=- " = N(p,0)

TN 2T

Esempio: La funzione di densita di probabilita uniforme
La funzione di densita di probabilita uniforme é definita dall'equazione

1
f($)=m Vx € [rl,b], a<b

Definizione: Spazio di Borel su g%
Lo spazio di Borel

(%, B(E))

R* = {(e. f)la € R, 3 € R}

é la pin piccola o-algebra su p? che contiene insiemi del tipo

(ﬂ-ljbl] bt (ﬂ.g,bg] = {(El’,.l'f") - R2|ﬂ’ - (a'ljb].]:l .1'3 = (ﬂ-g,bg]}
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A

bl [T

i I G
il
Y

2t ]
[

b1

Analogamente al caso monodimensionale, si pud definire una misura di probabilita assegnando un'opportuna
densita di probabilita

f:R? = [0, 0]
integrabile e tale per cui

fla,8) > 0V¥(a, B) € R

con

/ f(a, 8)dadf =1
R2

Il metodo visto si applica anche ai seguenti casi:

= (A, B(A))con A € B(IR). In tal caso

fAf (o) day = 1
= R" B(R"), con

/ f(ﬂ'll‘g-g!--. ,ﬂ'ﬂ)dﬂldﬂ'g dﬂ!’ﬂ_ — 1
EBn
= (A,B(A))con 4 € B(R")e

f f(ﬂll!CEZJ e ,ﬁ'n)dﬁ']_dﬂ'z - 'dﬂ'ﬂ =1
A

Esempio: La roulette
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Vogliamo calcolare la probabilita che la pallina cada in un quadrante piuttosto che in un altro.
Ipotizziamo che la probabilita che la pallina cada su un numero sia uguale per tutti i numeri; in
questo caso 0 ha una densita di probabilita uniforme. Definiamo lo spazio di probabilita (Q,F,P)

come:
= Q=/0,27]
s P ={AeQA=BnQ,BeB(R)}

-+ 0€0,2n]
- — 2o !
1(0) { 0 altrove

Si definiscono i casi:

[
u Al - -015}
" AE = [_'}T]Q'}T]

m
=[]

St ha:

s 1 1 A 1
- P(A =f 0)do fg—dr!?: RV
(1) 0 f() 0 2w 2 2 4

2 1 L, i
fP(Ay) = [ odb— —(2m—m) = 5
71
f P(Ay) = [ 5=do =0

4

Notare, dall'ultima soluzione, che la probabilita di un singolo punto é sempre nulla.

Esercizio: Luca e Giorgio
Due amici, Luca e Giorgio, si danno appuntamento al bar tra le § e le 8:30; i due arrivano al bar in
modo casuale ed indipendente.

1. Definire lo spazio di probabilita,
2. Calcolare la probabilita che Luca arrivi prima di Giorgio,
3. Sapendo che arrivati al bar si fermano per un tempo pari a ATy, = 5 minuti e ATG = 5 minuti,

calcolare la probabilita che si incontrino.

Per la soluzione dell'esercizio, si veda la pagina della soluzione.

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Spazi_di_probabilit%C3%A0"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 19:33, 23 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Indipendenza tra eventi

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Definizione: Eventi indipendenti

Dato uno spazio di probabilita (Q,F,P), gli eventi A e B si dicono indipendenti se

P(AN B) = P(A)- P(B)

Teorema:

Se due eventi A e B sono indipendenti, allora sono indipendenti anche

mAde R
¥
= AepB

Dimostrazione: A e B sono indipendenti

Si ha:

A=(ANB)U(ANB)
da cui

P(A)= P(ANB) + P(AN B)
dove

P(ANB)= P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B))

E' importante notare la differenza tra i due concetti di eventi indipendenti ed eventi disgiunti.

Definizione: Eventi mutuamente esclusivi

Quando l'intersezione tra due eventi A e B é nulla, i due eventi si dicono mutuamente esclusivi.

Esempio. Caso con A e B disgiunti

Con A e B disgiunti si ha intersezione tra i due insiemi nulla,
ANnB=@

In questo caso, si ha
P(AnB)=P({@})=0# P(A)P(B)

Perché sia P(4) che P(B) possono essere non nulli.

Esempio: Caso con AN B 75 {Qj}

In questo caso, a priori non si puo dire nulla, perche potrebbe esserci indipendenza come potrebbe non esserci.

Esempio:

L=1000

a2=Z200

A =500, B =200, £ = 1000
Definiamo il valore dell'intersezione dei due insiemi come
1
P(ANB) = —
(ANB) =,

mentre le probabilita dei singoli insiemi sono

1di9
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1
" P(A) = =
(4) 2
" P(B) = -
(B) = ¢
Allora, il prodotto delle due probabilita coincide con la probabilita dell'intersezione
1 1 1
P(A)P(B) = =- = = —
DPB) =5-5= 1

quindi i due eventi sono indipendenti.

Esempio: Lancio ripetuto di una moneta

Lanciamo due volte una moneta. Si ha

- Q= {TT,TC,CT,CC}
» =29 insieme delle parti

= P{TT}) = P({TC}) = P({CT}) = P({CCY})
Definiamo i due eventi

» 4 = esce testa al primo lancio = {{TC}, {TT}}
» B = esce testa al secondo lancio = {{CT},{TT}}

Si ha
AN B={TT}
Vogliamo sapere se i due eventi A e B sono indipendenti. Si ha
1 1 1
P(4) = PUTT}) + PUTCY) = 7 + 1 =5 = P(B)
1 1 1
P(B) = P({TT}) + P{CT}) = ; + 7 = 5 = P(B)
1
P(ANB) = P{TT}) = ;
11 1
P(A)PB) =55 =7

Da questo, si ha che i due eventi sono effettivamente indipendenti tra loro.

» Cosa cambia se usiamo una moneta truccata?
» Cosa cambia se i lanci non sono indipendenti?

Sia
1
P({TT}) = P({TC}) = P{CT}) = ¢
3
P({CCY) =
In questo caso, le tabelle di probabilita non rispettano piu l'indipendenza tra eventi, quindi A e B non sono indipendenti. Si verifichi per
esercizio.
Indice

= | Eventi indipendenti multipli
2 Probabilita condizionata
3 Legge della probabilita composta
4 Probabilita totale
5 Indipendenza condizionata tra eventi
6 Spazi di probabilita prodotto
= 6.1 spazio di probabilita prodotto come modello probabilistico per eventi indipendenti
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Eventi indipendenti multipli

Definizione: Eventi multipli indipendenti
Dati (Q,F,P) e gli eventi

Ay Ay, A EF

gli eventi Aj si dicono indipendenti se

P[4 ] =] P(4) ¥ sottoinsieme di indici T

icl icl

Nota: dalla definizione si deduce che non basta verificare
n
_Pf:_c‘ll M _:*1'2[‘_] EENA ;‘1,1) - H _Pf:_c‘lt']
i=1

ma bisogna controllare che questo sia vero per ogni sottoinsieme di indici /.

Esempio. Lancio della moneta
Siano gli eventi

» A = testa al primo lancio
m B = croce al primo lancio

=0
Si ha
P(ANBNC) = P(2)=0=P(A)P(B)P(C)
Da questa prima verifica, potrebbe sembrare che i tre eventi siano indipendenti, ma in realta non lo sono, perché

P(AN B) = P() = 0 # P(A)P(B) = % . % :}1

Quindi, A, B e C non sono indipendenti.

Probabilita condizionata

Definizione: Probabilita condizionata
Dato lo spazio di probabilita (Q,F,P) si considerino _‘;1, B € F con P(B)#0. Si definisce probabilita condizionata di A dato B come la
probabilita

P(AnN B)

P(A P(B)

B) =

Teorema:
Fissato B & F' con P(B)#0, la funzione

P(-|B) : F —[0,1]

definisce una misura di probabilita di F.

Dimostrazione:
1. Siano Ay, Ay, - -+, Ay € F disgiunti a coppie. Allora
P (U, Ay N B) P(A,N B)
PllJAyB|) =k ) 2tk )
(uam) = 255 -2 5,
2.8i ha
PQNB P(B
piop)= 2808 _ D) _,

P(B)  P(B)

3di9 12/12/2008 13.18



Indipendenza tra eventi - Wikiversita http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Indipendenza tra eventi&pri...

Teorema:
Siano gli eventi A, By, By € F e sia P(BiNB2)#0. Si ha

P(AN B; N By)
P(B;N By)

P(A

B]_, BQ) - P(.rl

B]_ ﬂBQ) -

Teorema:
Se gli eventi A e B sono indipendenti, si ha

P(A)P(B) |

P(A

cioé, la probabilita a priori e a posteriori sono identiche.

Esempio. Il lancio del dado
Calcolare la probabilita che sia uscito il 6, sapendo che é uscito un numero pari. Si ha

Q={1,2,3.4,5,6}

Si ha
P(AnB) * 1
P(AB) = — -8 __
W ="pE) =173
Si noti che si é ottenuto PE:A| B) = % > P(A) — _. Sidice che l'evento A ¢ attratto dall'evento B. Al contrario, con l'evento
C = {1}, siha
P(C'NB)
P(C1B) = —prgy— =0

In questo caso, si é ottenuto che P(C) > P(C | B), quindi si dice che C é respinto da B.

Esempio. Esempio di applicazione della probabilita condizionata
Si veda la pagina dell'esempio.

Legge della probabilita composta

Definizione:
Dati (QF,P)e A,B € F, siha

P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B

A)P(A4)
La relazione vale anche se una delle due probabilita é nulla, infatti

P(ANB) < min(P(A),P(B))

Teorema: Regola della catena
Dati (Q,F,P) e gli eventi

A €F k=1,2---,n

Si ha

P(ANnAn---nA)
= Pl:f'ln fln_l M r'lﬂ__'g M- 1;12 M 1411) - P(fln_l

ApoN Ag_aN N Ay Ap) -+ P(Ay

Ay) - P(Ay)

Dimostrazione:

Coincide con l'imporre che

B - (.i;ln—l ﬂ .:*1,1_20 e m 1_11)
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e dire
P (A, B) = P(A,|B)P(B)

iterativamente. L'equazione finale si ricava per passi successivi.

http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Indipendenza tra eventi&pri...

Probabilita totale

Teorema: Teorema della probabilita totale

Sia (QF,P) e siano Ay, Ag,---, A, € F eventi mutuamente esclusivi (o disgiunti a coppie, A; M AJ- =@ Vi # j)diuna

o-algebra. Sia B < [ un evento tale che

BC|JA
i=1
Allora, si ha
P(B) = ZP(B A;)- P(A;)
i=1

Nota: non € necessario, per il teorema della probabilita totale, che
n
i=1

Teorema: Teorema di Bayes

Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilita, A, B € F con P(B)#0. Allora si ha

P(B|A)P(A)
P(A|B) = —P(B)
Se consideriamo Ay, Ag, - - -, A, € F eventi disgiunti a coppie e tali che
BCl, A
allora, si ha
P(B|A;)P(4;)
P(‘4i|B): m  P(BIAIP(A:
Y1 P(BA;) P(4;)

Esempio: Scatole e palline

Ci sono due scatole A e B:

m in A ci sono due palline bianche ed una pallina nera;
® in B ci sono una pallina bianca ed una pallina nera.
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A B
OO ® O@®

Studiare il sistema; qual é la probabilita di pescare una pallina bianca?

Per la soluzione, si veda la pagina di soluzione.
Indipendenza condizionata tra eventi

Definizione: Eventi condizionatamente indipendenti
Dato (Q,F,P), gli eventi ;1_, B € F sidicono condizionatamente indipendenti da un evento ' e I se dato

P(C)£0
si ha

P(ANB

) = P(A

C)- P(B

0)

E' da notare che I'indipendenza condizionale non implica I’indipendenza tra 4 e B; vale anche il viceversa. Banalmente, si verifica se C = Q.

Esempio.
Si hanno due lanci consecutivi di una moneta. Vediamo che

A, B indipendenti # A, B indipendenti |C

Si ha:

» Q= {TC,CT,TT,CC}
. F=29

1
" P({s})= Vs €0
Si ha

» 4 ={TC,TT} testa al primo lancio
m B = {CT,TT} testa al secondo lancio

Allora,
- P(AN B) = P({TT}) = %
+ P(4)= 1 = P(B)

da cui si ha che A e B sono statisticamente indipendenti,

(1 1_1)
2 27 4/

Sia C = {TC,CT} evento in cui esce una sola testa. Si ha

Verifichiamo se P(ANB | C) = P(4| C)P(B | C). Si ha

P(ANBNC) P(@)
¢) = pcy 12 !
PANC) 1/4 1

O=—pey ~iz" 27"

» P(AN B

= P(A
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P(BNnC) 1/4 1
O==poy 12 27"

= P(B

Quindi, concludendo,

P(A

cﬂﬁﬂ@:%%ﬂ:PmmBmm

Ne risulta che A e B non sono indipendenti dato C.

Spazi di probabilita prodotto

Definizione: Spazio misurabile prodotto
Dati gli spazi misurabili (QFi), k = 1,2, - -, n, si dice spazio misurabile prodotto lo spazio

(U xQex--xQ IRF[R---0F,)

dove
1. il prodotto diretto
O xQy x---x 0,
é l’insieme delle n-uple
(s1,---,sp)|sk €U k=1,---,n
2. il prodotto diretto
(AR ®F,)
¢ la piu piccolo o-algebra definita sull insieme
O xQyx---x0Q,
che contiene tutti gli insiemi nella forma
Ay x Ag x - x Ay = {(s9,- -+, 8,)|51 € Ap}
con Ay, € Fek=1,2,---,n.

Esempio:

Considero {Rﬂ', ]B[]Rﬂ')) dove

BT =—RBRxRBx...x RBnvoltee
. B[:Rn) :B(R) @B{R) @ [g)E[:]R)n volte

Nel caso n = 2, si ha

"R’ ={(o, 3) | « € R, 3 € R}
* B(R’) = B(R) @ B(R)

é la piu piccolo o-algebra che contiene tutti i rettangoli i cui lati sono dei borelliani.

I=(as,bi]*(a2bs]
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ik
Y

Definizione: Misura prodotto
Si considerino gli spazi dotati di misura o-finita

(Qk:Rmk), k = 1,2,...,:”_

Sia
(UxYx---xQQ FFh®---&F)
lo spazio misurabile prodotto. Definiamo su di esso la misura prodotto

m:ml.w.ma...mﬂ

Consideriamo il caso 7 = 2 per semplicita. Sia G l'algebra generata dagli insiemi ottenuti come unione finita di insiemi disgiunti di forma
;;11 * f].'g con _:*11 = F]_, fl‘g = FQ

Allora
P
k=1

Inoltre,
(A1 X Agi) N (Ayj X Ayj) =0 Vi # j
Si ha 6(G) = F, perche
= A x Ay e 0(G)
=[] & Aj ¢ lapiu piccola che contiene insiemi della forma 41xA42

Consideriamo

mg: G — [0, +00] | mp(A) = Zml(ﬂlk) g Ag)

k=1
Si pud dimostrare che questa ¢ una premisura o-finita su G. L'estensione di mo sulla c-algebra F} & Fy, = g{G) ¢ detta misura prodotto ed ¢

indicata con m1*my.

Definizione: Spazio prodotto dotato di misura
Dati n spazi dotati di misura o-finita,

(Qk,Fk,mk), k= 1,"',’!‘1

lo spazio prodotto dotato di misura e definito come

(Q1XQQX"'XQH, F1®F'2®"'®Fﬂ, iy meX"'ka)

spazio di probabilita prodotto come modello probabilistico per eventi indipendenti
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Teorema:

Consideriamo due esperimenti casuali (Q1,F1,P1) e (Q2,F2,P2). Per descrivere congiuntamente i due esperimenti, consideriamo lo
spazio di probabilita prodotto (ﬂl % QQ, = FQ, P x sz} Tale spazio é adatto a descrivere congiuntamente eventi
indipendenti.

Dimostrazione:

Consideriamo

Ay xy, U x Ay € @ F
Dimostriamo che sono indipendenti, il che equivale a dire

P((A; x Q)N (2 x Ag)) = P((A; x Q2)) - P(( x Ag))
Si ha:

L p(.ﬁll * ﬂg) = P(.rll) - p{ﬂg) = P(;‘ll)
L P(Ql = ;‘12) = P(rl?) . P{Ql) = Pl:rl'z)
P{(f’ll X Qg) M l:Ql x flg)) = Pl:fll x ;;1'2} = P(.(_ll) . P(fl?)

b [T

oW
S - -
By b

b

Questo verifica che i due eventi sono indipendenti, infatti soltanto con l'indipendenza si puo calcolare la probabilita totale a
partire dalle sole marginali.

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Indipendenza_tra_eventi"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 19:24, 22 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Prove ripetute

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Le prove ripetute sono un caso particolare di prove indipendenti, infatti si ripetono » prove indipendenti
dello stesso esperimento casuale (Q1,F1,P1).

Lo spazio di probabilita ¢ (Q,F,P) dove
m =0 x x---xQ,

s ['=F x Fox--- x F,
s P=P x Pox---x P,

Prove bernoulliane

Le prove bernoulliane sono un sottocaso delle prove ripetute che rispondono alla domanda "I’evento si
verifica o no?". Nel settore delle telecomunicazioni, potrebbe essere per esempio "I'errore si verifica o
no?".

Le prove bernoulliane sono delle prove ripetute in cui si pone l'attenzione su un evento /A € [, chiamato
successo, che si verifica con probabilita

Py(A)=p

in ogni singola prova. A4 ¢ detto insuccesso e si verifica con probabilita
P (f_l) =1—p=gq

Dato che A4 ¢ I'evento di interesse, si puo considerare
Fy={2, A A Q)

con

" PiAd)=p

= Pi(A=q)

In generale, si vuole determinare la probabilita P,(k) che, su n prove, I'evento A4 si verifichi £ volte in un
qualunque ordine.

Consideriamo lo spazio di probabilita prodotto (Q,F,P) associato alle n prove. L'evento di interesse ¢
B={B xByx---xB,}te. Biec A, icl Bic A, jel

dove I ¢ un qualsiasi insieme di indici con cardinalita .

Esempio:

Prendiamo B *B2*Bj3, cioé (k = 3). Allora vogliamo

By, By, B; € A
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mentre i successivi
By, b5, Bge A

Questa proprieta non dipende dall'ordine con cui si susseguono gli eventi, ma soltanto dal numero
di eventi positivi alla fine dei 6 esperimenti. Si considera I l'evento di interesse.

Esempio:
Cerchiamo n = 3,k = 2. Si hanno

"Ax Ax A
"AxAx A
"AxAx A

Sono 3 configurazioni possibili per i risultati. Allora, la probabilita é 3/8.

Nel caso di prove ripetute bernoulliane, il numero di configurazioni con & volte 4 ¢ (n — k) volte A ¢ pari al
valore

(1) =6

T
Il numero delle possibili combinazioni di questo tipo ¢ pari a (k) Indichiamo con B; una di queste possibili

configurazioni e B(k) I'evento che contiene tutte le possibili combinazioni favorevoli,

()
B(k) =) B:

La probabilita di questo B(k) ¢
P((AxAx--AxAxAx---xA))=p"-¢*

(%) (&) .
P(k)= P (B(k) =) P(B) =) p-q"* = (k) bt

Gli eventi B(k),k = 0,1,...,n sono tra di loro disgiunti, con

Q=) Bk

Dato che P,(K) soddisfa I'assioma di probabilita

1= P(Q) = %: P(Bi)=) Gz)p*“q“‘“

k

allora si ha che
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> Palk)=1
k

Concludendo, Py(k) segue una legge di probabilita binomiale.

Esercizio: Codice di Hamming
1l codice di hamming(7,4) e un codice per la correzione degli errori sui canali binari che
rappresenta una parola di 4 bit con una parola di 7 bit. Permette di correggere un errore e rilevare
fino ad un massimo di due errori.

Vogliamo sapere la probabilita che la parola sia esatta, con probabilita di errore sul bit singolo
Pub) =10 °.

Si suppone un canale binario simmetrico indipendente.

Per la soluzione dell'esercizio, vedere la pagina di soluzione.

Esercizio: Un mazzo di carte

Prendete un mazzo di 52 carte ed estraete 3 carte in maniera indipendente, con reinserimento (ogni
volta ci sono 52 carte).

1. Costruire il modello probabilistico.
2. Determinare la probabilita di pescare esattamente 2 cuori,
3. Determinare la probabilita che almeno una carta sia di cuori.

Si risolve sulla falsa riga dell'esercizio precedente.

Per la soluzione dell'esercizio, vedere la pagina di soluzione.

Teorema: Teorema di de Moivre Laplace

Sia 0 <p<1. Senpg > 1, allora

e (ﬂ) K %E—( )

k TTpq

Questa proprieta e valida per k in un intorno di larghezza +/1ipq del valore npq.

Considerazioni:

1. Per n—oo, si ha

Tt 3 I
x./??mpq( k )p’"q‘”‘ g

o—(k—np)?/2npq — 1

2.Seq =p=1/2 (per esempio, una moneta), si ha

m 4 =35 teste su 10 lanci =P(A4) = 0,25
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m B =50 teste su 100 lanci =P(A4) = 0,08

m C =500 teste su 1000 lanci =P(4) = 0,025

3. La probabilita si accumula in un intorno anJ al tendere di n—.

m D =4 teste su 6 lanci =P(A4) = 0,66

m E =40 teste su 60 lanci =P(4) = 0,96

m =400 teste su 600 lanci =P(4) = 0,99

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Prove ripetute"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 19:00, 23 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Variabili casuali

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Le variabili casuali sono funzioni che permettono di associare un numero al risultato di un esperimento.
Questo viene fatto per riportare tutto in uno spazio matematico, in cui poter usare tutti gli strumenti
matematici noti.

Esempio:

Consideriamo come esempio il caso in cui si vuole monitorare l'apertura e la chiusura di 100 porte
di un centro commerciale. Se vediamo lo spazio di probabilita classico, avremo, considerando una
sola porta, Q = {aperta,chiusa}. Queste porte potrebbero essere indipendenti.

Cosiderando lo spazio a 100 dimensioni,
Q= {(Plapﬁ.‘"'aPIEHJ) €y xfy x--- xﬂlm}

Se voglio solo conoscere il numero medio di aperture, basta definire una funzione, la nostra
variabile casuale, che, dato il vettore di 100 elementi, ci restituisce il numero di porte aperte.
Abbiamo spostato il problema da uno spazio complicato a dei semplici valori in [} di solito, in
questo caso in T4.

Definizione: Funzione misurabile
Dati due spazi misurabili (QF) e (Q'F'), una funzione

2:0-0Q'

si dice misurabile se \f A" ¢ [, la controimmagine di A' attraverso g( ) appartiene ad F.

Un boreliano B € B(IR) ¢ ad esempio un insieme della forma (a,b],[a,b],(a,b) con a < b. La condizione di
misurabilita

{s€Qtec X(s)e B} € FVB € B(R)

consente di attribuire una probabilita agli eventi specificati dai valori assunti dalla variabile casuale.

Esempi:

1. X<b
2. a<X<b

Questo perché X < b va inteso come
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{s € Q| X(s) < b}

¢ la condizione di misurabilita di X sommato al fatto che ( — o,b] ¢ un boreliano assicurano che
{s € 2| X(s) < b} siaun evento in F. Allora, si potra scrivere che

P(X < b)=P({s € Qt.c.X(s) € (—o0,b]})
Questo ¢ ben definito, perché

m P F—[0,1]
"4 eF.

Se la funzione misurabile ¢ effettivamente una variabile casuale, per ogni evento nello spazio di arrivo
possiamo trovare una controimmagine nello spazio di probabilita originario. Nella controimmagine A4
abbiamo definito la probabilita, quindi € possibile trovare sempre un valore di probabilita associato al valore
della variabile casuale e viceversa. Quello che non deve succedere ¢ che, tornando indietro, venga generata
una controimmagine che non appartiene ad F.

Indice

= | Funzione indicatrice
m 2 Distribuzioni delle variabili casuali
= 2.1 Variabili casuali notevoli continue
= 2.1.1 Esponenziale di parametro A > 0
= 2.1.2 Esponenziale bilatera, o di Laplace
m 2.1.3 Variabile casuale di Rayleigh di parametro b > 0
= 2.1.4 Mixture gaussiane
m 2.2 Variabili casuali notevoli discrete
m 2.2.1 Variabile casuale di Bernoulli
= 2.2.2 Binomiale di parametrip e n
m 2.2.3 Variabile casuale poissoniana

Funzione indicatrice

Definizione: Funzione indicatrice

Dato lo spazio di probabilita {Q,F,P}, consideriamo l'evento 4 & [’ come l'unico evento che ci
interessa. Definita la funzione indicatrice

X: Q=R

come

1 s€A
X(S}:{U se A

Verifichiamo che X & una variabile casuale.

Consideriamo il generico boreliano B’ & B(R ) e determiniamo la controimmagine data da
g = g

{S =9 | X(S} c H}.Graﬁcamente...
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Avremo che

A 0¢B1eB

1 0eB,1¢B
1= o01¢B

Q 0,1€B

B={s€Qtc X(s)e B

X(s) ¢ indicata anche come /4(s) ed ¢ detta funzione indicatrice dell'evento A.

A conclusione di questo, dato che

Be FVYB ¢ F

allora [ A( ) ¢ una variabile casuale.

Notare che l'immagine di Q attraverso [ A( ) ¢ un insieme finito, quindi X ¢ una variabile casuale discreta.

Esempio: Lancio una moneta

Q={TC}
F={T,C Q, o}

pri01] eon P({T}) = P({C)) = 5

Consideriamo X come:

X0 =1y 1Ze

e sl
-
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0 0,1 B’
s  0,1¢B
T 1eB,0¢ B
C 0eB,1¢B

B={seQtec X(s) eB} =

BeF VB €B(R) = F = X una variabile casuale

Come si puo verificare che X+ () — [B™ definita su uno spazio di probabilita sia una variabile casuale? La
verifica basata sulla definizione appena vista ¢ onerosa, perché bisogna considerare tutti i boreliani
B € ]E(]R) e calcolare le controimmagini attraverso X, verificando che appartengano a F. Il seguente

lemma permette di restringere la verifica ad un sottoinsieme di boreliani.

Lemma:
Sia & una collezione di insiemi in R tali che g(};’} = ]B(]R} — F". Dato lo spazio di probabilita
{Q,F,P}, condizione necessaria sufficiente affinché X - () — [B" sia una variabile casuale é che

{seQitc X(s)eE}eF VE€¢

Se uno spazio ¢ discreto, basta definire le probabilita sugli eventi elementari della c-algebra. Se Q ¢
contiuno, ¢ impossibile definire le probabilita per ogni elemento della 6-algebra. Avevamo definito una
probabilita su un'algebra che ci permette di generare la 6-algebra di interesse, in modo tale da estendere la
misura di probabilita alla c-algebra. La stessa cosa accade qui: andiamo a trovare la controimmagine per un
sottoinsieme di boreliani, e possiamo poi estendere a tutti gli eventi che sono nell'insieme boreliano. E la
stessa cosa. Usiamo la funzione X per generare il nostro sottoinsieme di eventi, verifichiamo che esistano le
controimmagini sul sottoinsieme definito ed abbiamo finito.

Abbiamo visto che B{IE} puo essere costruita come la piu piccola c-algebra che contiene insiemi del tipo
(—00, b] € R. Dati quindi {Q,F,P} ¢ X : () — IR, X ¢ una variabile casuale se

[seQte X(s)<be FVbeR

(5

il
Y

Esempio:

{Q.F,P}
AeF

1 s€ 4
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@ h>1
B={secX(s)<b}=¢4 0<b<1
& b <0

Esercizio: Esercizio per lo studente

Dato (R; ]B(]E) : P), verificare che X(s) = s° é una variabile casuale, usando quest'ultimo metodo.
La soluzione dell'esercizio si trova alla pagina soluzione.

Se abbiamo una variabile casuale n-dimensionale, allora abbiamo n variabili casuali e viceversa. Questo non
vuol dire che se abbiamo la densita congiunta di due variabili casuali possiamo verificare I'indipendenza:
bisogna prima calcolare le marginali e lavorare su quelle.

Teorema:
Consideriamo la variabile casuale n-dimensionale X su

[, FP}X:Q R

misurabile da (QF) a (]E] ]E(]Eﬂ')), X ha n componenti lungo gli assi coordinati
X=(X,Xs, -, Xj))eon X; : Q2 =R

allora ogni componente X; e una variabile casuale.

Dimostrazione:

Sia B € ]B{:]E) Dimostriamo che

{seQX(s)e B} e F — (l,F,P)

Vale
Xi(s)eBe Xi(s)eR, Xo(s) eR,--- X, (s) e R
Questo ¢ vero se e solo se
X(s) = (Xi(s), Xao(s), - Xp(s)) ERxRx--- xR
Da cui si deve avere
B=Rx---xBx---ReB(R") = {scQX(s)e B} cF
cioé
{s€QXi(s) e B} ={s€QX(s)e B'}eF

da cui segue la tesi.

Dimostrazione del viceversa:

Se consideriamo n variabili casuali

Xl;XQ,"'Xn
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definite su
(Q,F,P)|X;:Q—R

misurabili da (Q.F) a (R, B(R")), allora il vettore
(Xl_-XE;' .- Xn}

e una variabile casuale n-dimensionale. Questa verifica e banale ed ¢ lasciata per esercizio.

Distribuzioni delle variabili casuali

Definizione: Distribuzione di una variabile casuale

Dato (Q,F,P), sia X una variabile casuale, X - §} — . Si defisce funzione di distribuzione della
variabile casuale X

Fyx :R—[0,1]
data da

Fyla)=P(X <a)= P({s e Q|X(s) < a})

E' esattamente la stessa cosa che avevamo fatto per la funzione di distribuzione delle distribuzioni
di probabilita.

Nella maggior parte dei casi la Fx si definisce direttamente nella definizione di variabile casuale.
La distribuzione di probabilita Fx soddisfa le seguenti proprieta:

1. Fx ¢ non decrescente

2. Fx(—o0) = lim_Fx(a) =0

3. Fx(oo) = lim Fy(o) =1

4. Fx(a™) = lil‘él_l_ Fx(a+€) = Fx(a) Va € R, cioe Fx ¢ continua a destra;

5. Fxy ammette limite sinistro, ossia

Jlim Fy(oo—€) = Fxla™)

e—0t
Tutte le funzioni che soddisfano queste proprieta sono funzioni di distribuzione della variabile casuale X.

Abbiamo visto che ad ogni funzione di distribuzione Fx su [ ¢ associata una ed una sola misura di
probabilita P che soddisfa P ((a, b)) = F(b) — F'(a). Per estensione, indichiamo con Py la misura di
probabilita associata alla Fy,

Py :B(R) — [0,1]
¢ la misura di probabilita su (IR, B(IR)) tale che

= Px((a,b]) = Fx(b) — Fx(a)
" Px((—a,b)) = Fx(b)
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Proprieta di Py e Fx:
= Px ({a}) = Fx(a) — Fx(a”)
* Py ([a,b]) = Fx(b) — Fx(a")
u PX ((ﬂ., b)) = Fx(b_ — Fxf:ﬂ.l
= Py ([a,b)) = Fx(b") — Fx(a™)

Teorema: Teorema di esistenza della variabile casuale
Data una funzione di distribuzione F su T§, si puo definire su (E! B(E)) una misura di probabilita
Pesu (R; B(R) : P) una variabile casuale X che ammette F come funzione di distribuzione.

Dimostrazione:
Sia P la misura di probabilita su (IR, B(IR)) tale che

P((a,b]) = F(b) — F(a) cona,beRa <b
Sappiamo che essa esiste ed é unica. Definiamo

X R-=R

come
X(s)=sVselR
X é una variabile casuale su {]H! ]B[:]E)! P}; inoltre,

Fx(b) = P({s € R|X(s) = s < b}) = P((—00,b]) Wb € R

Definizione: Funzione di distribuzione continua

Ad F posso associare {Q,F,P} spazio di probabilita con
=R
n = E(]E)
= P|P((a,b]) = F(b) — F(a) Ya,b € R, a <b.

Sappiamo che tale P esiste ed é unica. Allora X (5) = 5 Vs € B ¢ una variabile casuale che
ammette F come distribuzione.

Definizione: Funzione di densita di probabilita continua
Sia uno spazio di probabilita {Q,F,P}. Se esiste una funzione f:R— BT tale che

F(b) = _mf(&)dcr

allora F e detta assolutamente continua ed f é detta funzione di densita di probabilita (pdf).

Consideriamo l'evento

» B € B(R)
+ P(X € B) = P({s € 2IX(s) € B}) = [ f(a)da
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Solitamente, si caratterizza la variabile casuale X indicando la densita di probabilita.

Definizione: Variabile casuale uniforme

Una variabile casuale uniforme X é uniformemente distribuita in (a.] b)] —o < a<b<ooe

vale

1

)~

x € (a,b)
altrove

Definizione: Variabile casuale gaussiana

La variabile casuale gaussiana é

1  (e—p)?
Lr—p)”

—_— Der
T\ 2T

flz)=
cono > 0. Si ha

F)= [ fla)da=G(*H)

a0

con

1 T 2
Glr) = 7 / _erdg

Definizione: Variabile casuale Q(x)

O(x) = 1 — G(x) e la coda della gaussiana, usata per calcolare le probabilita di errore.

Definizione: Funzione di distribuzione discreta

La funzione di distribuzione discreta e una Fx costante a tratti, con:
" P = Fx(Xi) — Fx(X;)
SO
. Flz)= ) P

ST

In questo caso conviene introdurre

= Q= {x,x2}
n =29
m P({xi}) = Pi

Consideriamo lo spazio {Q,F,P} e definiamo la funzione
X: Q=R X(s)=5Ys el
X ¢ una variabile casuale discreta con funzione di distribuzione
m fFiy=F

m P(x=x;)=P;

8di 12
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A questo punto, possiamo scrivere che
Fx(a) = Pz < a)
= P({s € QX (s) < a})
= P({s €Q|s < a})
Pl —+ Plz ¥ = Iy

= -Pl Iliﬂ"iIg
0 o < T

:ZP“'

i

Esempio:

http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Variabili_casuali&printable=yes

Banalmente, se avete il lancio di una moneta:

= X(T) =1

" X(C) =0
con

= P(T)=p

= P(C)=¢q

Allora la funzione di distribuzione e

1 a > 1
F){(El’) =44 0<a<l
0 a<0
Esercizio:
Dato lo spazio di probabilita {Q,F,P}, lancio di un dado non truccato, con
(1= {I:,l’.p:'l] Wa, ==+, wﬁ}, considerare la seguente variabile casuale e caratterizzarla:
" X(w) =2
= X(w2) =10
" X(w3) =2
m X(wyg) =4
® X(ws) =0
" X(wg) =—2

1l risultato e quello in figura:

9di12
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1 T T T T ¥ T T ¥ ¥
0.9 7
0.8+ .
0.7+ ]

T

0.6+ 7
0.5+ 7
0.4+ .
0.3+ .
0.2+ .
0.1 ¢ "

0 ; ! ! ' ; : :

- -4 -2 o 2 4 5] &) 10 12

Variabili casuali notevoli continue

Esponenziale di parametro A > 0

Ae ™M Nr < ()

f(x) = >0
0 altrove

T T T T T T T T T T T T T T S S S S eSS SSsmsmssmmsm=- b
1

> x1=[-10:0.01:0]; '

> x2=[0.01:0.01:10]; .

> lambda = 1; % valore scelto arbitrariamente !

:> f x = lambda .* exp(- lambda .* x2); :

:> plot ([x1 x2], [zeros(size(x1l) f x)]) :

b e e e e e e ccmmccmcc ;e mc ;e cccm ;e m ;e ;m e - mm e m e e e e e e e e e e e e e e e mm e mm e mmm e mm e mm e —————————— - .

Esponenziale bilatera, o di Laplace

A —Alx
fz)=Ze N> 0

g "

! 1

> x=[-10:0.001:10]; |

> lambda = 1; % valore scelto arbitrariamente :

> f x = lambda/2 .* exp(- lambda .* abs (x)); .

:> plot (x, f x) I

L o e o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 2

Esempio: La codifica predittiva
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.

o
w0

i-1 i+1

La codifica predittiva utilizza parecchio la variabile casuale di Laplace. Si vuole comprimere un

video, una serie di fotogrammi
[i—Lii+1]

In generale, la funzione di densita di probabilita dei pixel sara uniforme, al contrario, pero, la
funzione di densita di probabilita di

E=Li—1i—

sara del tipo di Laplace. La funzione E é detta il predittore: migliore é il predittore, piu i valori si

concentrano attorno allo zero con distribuzione di Laplace.

Variabile casuale di Rayleigh di parametro > 0

32
_ 5 eT x>0
f(z) 0 altrimenti

N =

[-10:0.01:07;

[0.01:0.01:10];

1; % valore scelto arbitrariamente
= x2 .* 2/b .* exp(-x"2./Db)

([x1 x2], [zeros(size(x1l) f x)])

=1
o X I

Mixture gaussiane

Sono le variabili casuali le cui densita di probabilita si possono scrivere come combianzione lineare di
gaussiane pesate.

Esempio:

Abbiamo due contenitori di gas Cj e C, collegati tra loro da un tubo con rubinetto. I due gas sono a
pressioni diverse. L'energia delle molecole dei due contenitori e distribuita secondo due gaussiane,

= N(u1,o1)
= N(u2,02)

Aprendo il rubinetto, la densita di probabilita dell'energia delle molecole sara una combinazione

delle due gaussiane, quindi una mixtura gaussiana.

Esempio: Query by sample

Abbiamo tante immagini in un database e vogliamo cercare quelle che sono simili ad un'immagine
di esempio. Quello che si puo fare per confrontare queste immagini é usare l'istogramma del colore,

indipendente dalle dimensioni delle immagini e che e rappresentabile come somma di un certo
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numero di gaussiane. Se per esempio rappresento l'istogramma con 4 gaussiane, con 8 numeri [1;,0,;

sono in grado di rappresentare immagini magari di 3000 %3000 punti, su cui fare calcoli di distanza
sarebbe un lavoro molto oneroso.

Variabili casuali notevoli discrete
Variabile casuale di Bernoulli

La variabile casuale di Bernoulli ¢ di parametro p.

p*-(1—p)' 7" =ps(z — 1) + (1 - p)i(z)

ed ¢ valida soltanto per x = 0,1

valore scelto arbitrariamente

Binomiale di parametrip e n

Fx(x) = {(2) P-pe @

0 altrimenti

Fx(@)=)_ (z)pk(l —-p)" "

k=0mn

Variabile casuale poissoniana

E—}.J,lz: T
fx(x) = { E[] altrimenti
da cui
x e AN
fx(@) =3 a0k
k=0 M

Questa variabile casuale ¢ utile per le prove ripetute con np = A € n—o

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Variabili_casuali"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 02:06, 26 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Trasformazione di variabili casuali

Da Wikiversita, l'universita aperta.
Consideriamo due casi:

= date X, una variabile casuale, e ¥ = g(X), con g( ) opportuna, bisognera caratterizzare la nuova variabile
casuale Y, cioé calcolarne Fye fy.
m date X e Y variabili casuali, bisognera calcolare la g( ) opportuna in modo tale che Y = g(X).

Cominciamo con definire i requisiti della trasformazione g( ) in modo tale da ottenere ancora una variabile casuale.
Si consideri una variabile casualie n-dimensionale X definita su uno spazio di probabilita {Q,F,P} con

X:Q—-R"

misurabile da (Q,F) a (R", B(R")). Sia g(-) : R" — R" una funzione misurabile da (R", B(R"))a
(Hm_, H(]Em)), detta funzione di Borel; definiamo

Y=g(X)
dove

Y0 -’
tale che

Y(s)=g(X(s)) Vs € Q

Teorema:

Se Y é ottenuta come composizione delle funzioni X e g( ) allora Y e una variabile casuale.

Dimostrazione:

Y e una funzione,

YV:0-R"
e si ha
X:0-R"

Consideriamo ['evento B ]B(Hm). Allora,
Y(s)=g(X(s)) e B X(s) e {a e R"|g(a) e B} =B’

Si ha che B' € ]B(]Eﬂ' ) poiche la g( ) ¢ una funzione di Borel da R™ in ®™. Quindi, si arriva alla
conclusione

{scQY(z)eB}={s€Q|X(s) e B} € F

Esempio: Funzioni di Borel

" g(a) =«

= g(@) =d’

® g(a) = max(a,0)
® g(a) = min(a,0)
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" g =|al

Noi vedremo trasformazioni di tipo 1—1, 2—2 e 2—1.

Indice

1 Trasformazioni di tipo 1 —1
m 1.1 Calcolo della densita di probabilita
m 1.1.1 Con variabili casuali discrete
= 1.1.2 Con variabili casuali continue
m 1.1.2.1 monotona crescente
= 1.1.2.2 monotona decrescente
= ].1.2.3 monotona
= 1.1.2.4 non monotona
2 Trasformazioni di tipo 2—2
3 Trasformazioni di tipo 2—1
m 3.1 Primo metodo, somma di variabili casuali
m 3.2 Metodo 2, variabile ausiliaria
4 Determinazione di g()
5 Indipendenza tra variabili casuali

Trasformazioni di tipo 1—1

Definizione: Trasformazioni di tipo 1— 1
Sia data una variabile casuale X con funzione di distribuzione Fx(x). Si consideri la trasformazione Y =
8(X) con

g(-): R—R

una funzione misuarabile. Allora, si ha
Fy =P(Y <y) = P(9(X) <)
con iy R.

Esempio: La trasformazione lineare
Sia

Y=aX+b

con a > 0. Allora,

2di 19 12/12/2008 13.21



Trasformazione di variabili casuali - Wikiversita http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Trasformazione di variabil...

Allora, si e ottenuto che

Fy(y) = Fx (y — b)

(T

Se Fx e assolutamente continua, ossia ammette derivata

de(I)

fx(@)=—7—

allora si ha

dove si e preso

y—b

- =r=y=ar+b=dy=a-dr

Esempio: La funzione coseno

Si ha la funzione

y = cos(x)

con distribuzione X U([]_1 2'}1’) e con
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0 y < —1
Fy(y) = 1 1 y=>1
1 T L) T .r T
o S A WO -

-1

0 1 i 3
Fissato un 1, abbiamo due soluzioni x e x2. Si ha

7 =cos(x) = {

xy = arccos(y)
Ty = 27 — arccos(y)

la probabilita
P(Y <y)=P(-1<Y <)
Si ottiene

Fy(y) = P(x; <X <x2)

Fy(y)=Plr; < X < 15) = =

dFy(y) _ d(1 — arccos(y))

cioé, si possono spezzare i due contributi attorno a x = x, per semplicita. Bisogna calcolare, a questo punto,

Siccome la X e una variabile casuale uniforme, si ottiene

To — @Iy

La funzione risultante é continua in — 1 <y < I, quindi é derivabile e si ottiene

fY(y) =

dy mdy

D<o <w
T<x<2T

_q_ areeos (y)

T

0 y<-1L y=1
= L —1<y<l1

T l—yz
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Esercizio: Amplificatore con saturazione
Un amplificatore con saturazione é un oggetto che implementa la funzione

ciaobepi

Calcolare la fy(y) e la Fy(y) nel caso di Fx(x) generica lungo tutto l'asse di x.

1.5 F

0.5+ .

-1.5 1

_2 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Soluzione:

0 y < —aly

Fyly) = 1 y > alx
<y)= <x)P(r<2)=Fx —aly <y < alx
P(Y P(X P 1) = Fx (¥ T T

In generale, la X puo avere supporto in ( — 0,0) e potra essere discontinua.
File:TFA esercizio amplificatore con saturazione F X.png

St ha

i (2
fr(y) = v + Fx(=Tx)d(y + aTx) + (1 — Fx(Tx))d(y — aTx)

File:TFA esercizio amplificatore con saturazione f X.png

In questo caso, la funzione di densita di probabilita non é né continua né discontinua, ma e mista.

Esempio: Il limitatore ideale
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. Ty .’I::_}D
9(x) = {—Ty z<0

File:TFA esercizio sul limitatore ideale.png

0 Y=< Ty
Fy(y) = 1 y = Iy
PY <y)=P(X<0)=Fx(0) Ty <y>T,
1 T T T
0.8 F -
0.6 | ]
0.4 | ]
0.2 r .
[:l 1 1 1

-1 -0.5 0 0.5 1

La funzione di densita di probabilita discreta é:
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0 e
-1 -0.5 0 0.5 1

1
1
1
1
1
9
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

JY0) = Ex(0)o(y + Ty) = (1 = Fx(0))o(y — Ty)

Calcolo della densita di probabilita

Vediamo un metodo che permette di calcolare la densita di probabilita di una variabile casuale Y ottenuta dalla
trasformazione

Y=g(X)

con X variabile casuale e g( ) funzione misurabile.

Con variabili casuali discrete

Sia X una variabile casuale discreta, con

fxx) =" pidx = xi)
i
Allora, dato che y = g(x), si ha
fr=> " pid(y = gxi)
i

Puo darsi che due x; vadano nella stessa y; = g(x;), quindi si possono anche ottenere meno valori possibili, nella Y.

Con variabili casuali continue
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Sia X una variabile casuale continua con fx(x) continua. Sia g(X) continua e derivabile. Consideriamo tutta la
probabilita nell'intervallo (a,b):

Pla<x<b)=1

Identifichiamo vari sottocasi:

g( ) monotona crescente

Se g{ ) ¢ monotona crescente, allora ci interessano i valori di probabilita in (a,x].

Fy(y) = P(Y <y) = Pla< X <z) = f Fx(a)da

A

a X b

Si definisce la funzione

=y =g ')
inversa di g( ) Allora,

i (y)
Fr(y)= [ fx(e)da
Sappiamo che

fr() = T = p (i) T2

dove
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dy(y) _ |dg
dyy dx

-1
-1
9 (y)]]
che ¢ la derivata inversa, che coincide con l'inversa della derivata, calcolata in g 1(y). Quindi, abbiamo ottenuto

_ Ix(g'(v)
% (g7'(y))

dr
g( ) monotona decrescente

fy(y)

Nel caso in cui g - ) & decrescente, ci interessa il supporto [x,b). Si ha

Fy(y)

“y)

[ x@da == fly) = ~fx (57 0)- m

A

a X b

q ( ) monotona

In generale, se (- ) ¢ monotona, si ha
1
" |dg ¢ —
% (g71(v))|

Questa ¢ l'espressione generale per le funzioni di tipo monotono. Si ha che fy= 0 se

Y € codominio di g(-)

Fy(y) = fx (97 ()

g( ) non monotona

Ipotizziamo che sia possibile partizionare (a,b) in un numero finito di sottointervalli (x;,x; + 1) in cui g( ) ¢
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monotona (crescente o decrescente che sia). Allora,
Fy(y) =P(Y <y)=P(X € A)+ P(X € Ay) +---

dove

P(X € A) = f::z fx(a)da

P(X € Ay) = f: fx(a)da

Derivando in dy, si ha

2 ([ rxteya+ [ fe(ayie)

da cui si ottiene

([ £xlerda) = felaat®)- gy — Fx@(9) - o

da cui si ha la formula fondamentale (da ricordare)

N _
Fy(y) = fﬁﬁ)

i=1 ~ gy

Questa ¢ la formula piu generale, dove
-1
N =g}
cio¢ il numero di risultati restituiti da g 1(y).

Esempio: La trasformazione lineare

—b
g@)=ar+b=y=z=g"'(y) = =
St ha
dg(z) CIxlg W) fxle M) Ix (5Y)
By a= Fy(y) = Fg{g;:{yll‘ == |al o |al

Esempio: La trasformazione quadratica
Nel caso

g() = ax’ +b

SI ottiene
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Questo caso si differenzia da quello lineare, perché la x compare anche al denominatore di Fy(y), non
essendo eliminato dalla derivata.

Esempio: La trasformazione coseno

Sia X uniforme in [0,27], e sia

y = cos(x)

0.5 } “‘u. / I

| <
>

-0.5 F \

Si ha

= 7y = arccos(y) = g; ' (y)
BT = 2‘}]’ — Arccos (y) - ﬂ'z_l (y)

con

da cui
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Ry =Y fx(a-TEi:)TS(y))

I SR
|sin(arccos(y))|  |sin(27m — arccos(y))]|

1 !

— |sin(arccos(y))| T /1 — 12|

1
T/ 1 — 32

Questa soluzione e valida per — 1 <y < 1. Si ha
0 Jy=1

fr(y) = 71'—]1-—*9'2 ly| <1

Trasformazioni di tipo 2—2

Abbiamo un vettore di variabili casuali in partenza e vogliamo avere un vettore anche per la destinazione,

{5/1 = 91(X1_~X2)
Yy = g2(X1,x 2)

Definizione: Funzione di densita di probabilita congiunta

Si dice funzione di densita probabilita congiunta la funzione

fx1,x;;($1_~ 1?2)

Siano le g; (- ) continue e derivabili, per cui esistono le derivate parziali

Og1 Oy
8Ig' " 3$z’

Consideriamo l'intervallo

=

(a1,b1)x(a2,b2)
che contiene tutta la probabilita

P((Il,fﬂg) e (EI-]_,E)]_) b4 (H-g,bg}) =1

Se Eg_l (g}, allora
Sr1.y2)=0

Supponiamo che esista una partizione di (a1,b1)*(a2,b2) all'interno della quale le g; ( ) siano monotone nei
sottointervalli individuati. Siano le (xy;, x9;), © = 1,2, - -, n taliche

{yl = QI(IM,I%), Yo = 92(3713'_11723') . 7 = 1!2!. R

Con tutte queste premesse, si ha la funzione di densita di probabilita congiunta

12di 19
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le,Xﬂ Ilt! I?t)
fyviva (41, y2) Z * |det [Jy (214, 2:)]|

dove Jg ¢ lo jacobiano

am
Jo(xy ao) = |G 92| (24, 20)
dry oz

Nota:
Se _g( ) ¢ invertibile, allora si ha

{Xl = 1){;1(1/1,1/2)
X? = ")'l'[’h.z(Yi!Y-?)

Allora si ha

JH(I’l! 3:?) - [J‘t_i’(}/l! Y?)]_l

da cui si ha

1
detl(Jy(z1,22)) = G770 7))

Esercizio:
Provare a calcolare la f7,W(z,w) con
LZ=X+Y
W=X-Y

e con la funzione di densita di probabilita uniforme su [0,1] x[0,1]

Non si sfrutti il fatto che le due variabili casuali sono indipendenti

Esercizio:
Come il precedente, ma con supporto triangolare

D = [0m]*[0,n]

dovem +n=1.

Trasformazioni di tipo 2—1

Siano X, X5 due variabili casuali con densita di probabilita congiunta
Fx1x2(1, 72)
continua e definita su {Q,F,P}. Sia
g R =R
una funzione misurabile continua e derivabile. Data la variabile casuale

Z = g(X1,X2)

12/12/2008 13.21
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qual ¢ la sua distribuzione f7(z)?

Primo metodo, somma di variabili casuali
Si ha

Fz(z) = P(Z < z) = P(g(X1,X3) < z) = P((X1,X) € Dz)
dove

Dy = {(z1,22) € R | (X1, X5) < 2}

Si ha
Fz(2) = f fD fx1, %1, Tp)dT1dy
z
Partendo da qui, si puo derivare per ottendere la funzione di densita di probabilita fz(z).

Esempio: Somma di variabili casuali
Sia

Z=X+Y
con fx y(x,y) nota e continua. Si ha

Fz(z) =P(Z<z)=P(X+Y < 2z2)
Fissato z, si ha

Dy ={(z,y) eR’ |z +y < 2}

Si ha

Fz(z) = f+m ( _:_z ijy{:t:,y)dy) dx

el
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da cui si ha

dF +o0 +o0
fz(z) = % = fxy(x,z —x)de = fxy(y—z,y)dy

—20 —0

Metodo 2, variabile ausiliaria

Si aggiunge una variabile casuale ausiliaria in modo da portare la trasformazione in una 2—?2:

Y = Q(Xli XQ)
Z = h(X,,X;5) wvariabile casuale ausiliaria

Si applica a questo punto la tecnica risolutiva per le trasformazioni 2—2 ed otteniamo fv,z(y,z)

In alternativa, si determina f¥(y) integrando la fyz(y,z) rispetto a Z,
+o0
frly) = fyz(y, a)da
20

Esempio: Somma di variabili casuali

Si ha
{Z =X+Y
W=X variabile casuale ausiliaria
Si ha
| det(Jg) | = 1

quindi posso trovare l'inversa

Y=/-W
X =W
Si ha quindi
fZ:.W'(sz) = fX’Y(wiz —v)
da cui
+o0 +oo +o0
fz(z) = f_ fzw(z, w)dw = 3 fx,v(ﬂ’gz—ﬂ)dﬂ’:f_ fxy(z—03,3)d3

Osservazione: il secondo metodo ¢ piu semplice da utilizzare rispetto al primo, a patto che si scelga la variabile
ausiliaria migliore possibile.

Esercizio:

Sia

Z=VX?+Y?

qual é la W migliore?
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La soluzione e
X
W = arct ( —)
Ny

Determinazione di g()

Sia data una variabile casuale X con distribuzione Fx(x). Determinare la funzione

g R—R
tale che la
Y=g(X)

abbia la distribuzione assegnata F'y(y).
La soluzione di questo problema si articola in due passi:

1. passaggio dalla Fx(x) monotona alla variabile casuale U uniforme in (0,1)
2. passaggio da U alla variabile casuale ¥ con F'y(y) monotona.

Con uno schema a blocchi:

X . F (x) v . F. ()

Si verifica che:
= U= Fx(x) & uniforme.
Infatti, si ha
Fylu)=P(U <u)=P(Fx(zr)<u)=P(X <a)=U
Y = Fy (u)

Infatti, si ha
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Indipendenza tra variabili casuali

Definizione: Variabili statisticamente indipendenti

Date due variabili casuali X e Y definite su (Q,F,P), queste si dicono statisticamente indipendenti se:

P(IEBl, yEBg)ZP(IEBl)-P(yEBg)\?’Bl,BgEB(R)

Teorema:

Se due variabili casuali X e Y sono indipendenti, allora
Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y)

Dimostrazione:
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FXY(QI: '-'IQ) (I ( —0C, ﬂl)! ¥ e (_DO! ﬂ?))
P(z € (—o0,a1)) - P(y € (—00,a2))
(X ﬂl) . P(Y E &2)
= Fx{ﬂl) v(2)

Teorema:

Se F' XY{ ) ammette densita di probabilita, questa é

fxv(z,y) = fx(z) - fr(y)

Teorema:

Se X e Y sono indipendenti e
gh:R—-R
sono funzioni di Borel, allora

" Z=g(X)
= W=h(Y)

sono indipendenti.

Osservazione: abbiamo fatto trasformazioni 1—1, in cui si mantiene l'indipendenza.

Teorema:
Dati

" Rz = {z € Rlg(z) < z}
= Ry = {y € R|A(y) < w}
" Rz, Ry € B(]E)

con g e h funzioni misurabili, allora

FZJV:.P(Z‘:_:.Z, W":_:’IU)

Dimostrazione:
St ha

Fz ]_-V(z ’L‘J’) ( L Rz, uy e Rw‘)
P(r € R.)- P(y € Rw)
[Z < z) - P(W < w)
= Fz( ) - Fw(w)

Teorema:

Dati X e Y variabili casuali indipendenti, allora la variabile casuale Z = X + Y ha una funzione di densita
di probabilita

fz(z) = fx(z) - fr(y)
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Dimostrazione:

+o0

fe) = [ flasz — ayda= [ f(@) £z - )da

Questa ¢ la definizione di convoluzione. La separabilita delle due funzioni di densita di probabilita é
data dal fatto che le variabili casuali sono indipendenti.

Estratto da "http:/it.wikiversity.org/wiki/Trasformazione di variabili casuali"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

» Ultima modifica per la pagina: 19:28, 26 nov 2008.
» Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Caratterizzazione sintetica delle variabili casuali

Da Wikiversita, ['universita aperta.

In molti casi pratici interessa conoscere alcune caratteristiche sintetiche, dette momenti, di una variabile casuale.
Queste caratteristiche possono essere calcolate dalla funzione di densita di probabilita.

Indice

1 Valor medio delle variabili casuali
2 Varianza delle variabili casuali
3 Momenti delle variabili casuali
= 3.1 Proprieta
= 3.1.1 Somma di variabili casuali
= 3.1.2 Prodotto di variabili casuali
4 Variabili casuali incorrelate

Valor medio delle variabili casuali

Definizione: Valor medio
Sia X una variabile casuale con fx(x). Si definisce il valor medio (o valore atteso) di X la quantita

ux = E[X] = f+m xfx(x)dx

—a

Nel caso di variabili casuali discrete, invece, e definito come
ux =E[X] =" xipi

i
visto che si ha

fxt0) = pidtx = xi)

1

Esempio: Funzione indicatrice
Sia lo spazio di probabilita {Q,F,P}, con A & [ e X =14 la funzione indicatrice. Si ha

E[X]=0-P(X=0)+1-P(X=1)=0-(1- P(4))+1-P(A) = P(A)

Quindi, il valor medio della funzione indicatrice é la probabilita di successo.

Si noti che il valor medio della funzione pud non essere un risultato possibile per I'esperimento.

Esempio: Variabile casuale di Bernoulli
Si ha

fx(z)=p-6(x—1)+ (1 -p)-5(z)
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da cui

EX]=1-p+0-(1-p)=p

http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Caratterizzazione sintetica d...

Esempio: Variabile casuale di Poisson

Si ha

+oa A\
fx(@) =Y e* =6z —k)A>0
k=0 k'

da cui si ha
BlX] =3 ke
k=0 kl
Siccome vale la proprieta
et = 3 l—k ﬁ=e*=§k£
2 A parail”
allora si ottiene
o el L
E[X]:(Ek € A):EE A

Esempio: Variabile casuale uniforme

Si ha

fx(z) = {ﬁ

0

x € (a,b)
altrove

Allora, il valore atteso sara

+o0
/_m

rfx(z)dx

Esercizio per casa: La variabile casuale gaussiana

2dill
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Trovare il valor medio E[X] di una variabile casuale gaussiana,

X N(#'.Xa UX)

Teorema: Teorema fondamentale del valore atteso
Data la variabile casuale X n-dimensionale con funzione di densita di probabilita f X( ) ela
trasformazione

g R" — R (una funzione di Borel)
si ha che, per la variabile casuale
Y = g(X)
vale
4o +oa

E[Y] = fY(y)dy: j; g($1,$2,'",Iﬂ)fit:Il,I?,"',Iﬂ)d$1d$2---d$ﬂ

0

Nel caso particolare in cui # = 1 e con una variabile casuale discreta, si ha
fux) =Y pid(x — xi)

I
da cui

Y=g(X)
ha

fr) =) poly—glz))=>_ | > pi|oy—y)
i i \i | glzi)=y;
da cui si ottiene

+oo
ElY] = /_ yfy(y)dy

o0

:zj:’yj Z Pi

i | glzil=y;

= Zﬂ(f’i)pi
t+m
- / 9() fx(z)dz

o0

Proprieta: Proprieta di linearita

Una variabile casuale n-dimensionale puo essere vista come combinazione lineare di n variabili casuali
monodimensionali pesate

Y = ﬂ'lﬂl(it) + ﬂ?ﬂ?(I) + -+ ﬂuﬁn(i’)
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Questo porta alla proprieta

E[Y] = éafﬁ[gz-(:ﬂ)]

se poi si impone @; = 1 1, allora si ha che X = (Xth, - -

Y=X+Xo+--+ X,

da cui

. Xﬂ) e vale

Varianza delle variabili casuali

Definizione: Varianza di una variabile casuale

Data una variabile casuale X con una funzione di densita di probabilita fx(x), si dice varianza la

grandezza

= [ px)ix(a)de

ux = E[X]

La varianza si puo definire anche come

0x = El(x — px)’]

Se la variabile casuale é discreta anziché continua, allora si ha
2 _ 2
ox = )_pi(®i — px)
H
con

Ux = Z Xipi

1

Esempio: Variabile casuale binomiale

Si hanno n prove ripetute indipendenti di una variabile casuale binomiale, con {Q,F,P}, F = 29 ¢ con

" P({1}) =p
" P({0}) =(1-p)=¢q

Si definisce lo spazio prodotto

N=00x0x-.---x0

F=FglF® - --@F
P=PxPxPx---xP

4dill
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Se X rappresenta il numero di successi su n prove, si ha

PX=k) = (n) prq"

k
da cui
L Tt
E[X] = k(k)p’"q“""
k=0
o\ n! k_n—k
—Ejﬂﬂ_@mﬁ?
k=1
_ - n! k _n—k
Y Gl
n—1 nl
— : k41 _n—k—1
= P
£ (n—k—1)lk!
n—1
. (ﬂ- — 1)’ k_n—k—1 __
‘”ngm—k—nmﬁq -
Si ha:
0% = E[(X - px)?]

X2 2pxX + pi)]
X — px + 2B[X |uxpx
[X?] — u% = E[X?] - E°[X]

Esempio: Variabile casuale di Bernoulli

Si ha
Sxts) = po(c = 1) + go(x)
da cui
= E[X] =p

"E[X’|=1*-p+0-q=p
di conseguenza

0% = B[X?| - E*[X] = p—p* = p(1 —p) = pg

Esempio: Variabile casuale uniforme

Sia X U(ﬂ.! b). Allora:

_blr:.:
2

" BIX]
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b—a

1 221"
. :b—a.lgl

a

b
E[X?] :/ ! r?dx

1
= g(bg + ab + a)
da cui si ottiene

0% = E[X?] — B[X]

3
(a? + ab 4 b?)
12

http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Caratterizzazione sintetica d...

— 1([1.2 +ab +b?) — i(az + ab + b?)

Esempio: Variabile casuale gaussiana

6dill
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Si ha una variabile casuale con distribuzione

1 I Ca
N(p,0) = fx(a) = ———€ 2=
2mo
Allora, vale
5 5 1 +oc 2 T
ok = BIX = )] = 7= [ (o= 5 da
2mo J—x

Si impone o. — u = p e si ha

1 +oc

.'}2
S B’e 27 df
Vemo J— '

2
Ty =

Siccome vale

]_qh.’ = gh —]g’h.

allora, con
mg=p
-
] h.f — '_c_ -
JE
. 5
si ha

2 1 /+°° _szdﬁ 2
= T — Dot (1Y = T
vV 2mo '

=
—oa

Momenti delle variabili casuali

Definizione: Momenti di una variabile casuale

Sia X una variabile casuale con funzione di densita di probabilita fx(x). Si dice momento di ordine n della
variabile casuale X la quantita

my, x = B[ X"] = f+x a” fx(a)da

— o

Definizione: Momento centrale di una variabile casuale
Data una variabile casuale X con funzione di densitu di probabilita fx(x), si dice momento centrale di
ordine n di X la quantita

i = BUX = )] = [ (a— )" fx(@)da

— o

Proprieta
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11 valore atteso di una funzione di due variabili casuali X e Y, con

» densita di probabilita fx,y(x,y)
= g : R? — R (funzione di Borel)

¢ dato da

+co +o0
Elgx. V)= [ [ gla.B)fxy(a, B)dads
Inoltre, se vale

g(a,B) = agi(a,B) + bg2(a,p)

allora
El[g(X,Y)] = aE[g1(0.,B)] + DE[g2(a,B)]

Somma di variabili casuali

Siano X e Y due variabili casuali. Allora il valore atteso ¢
ELX+ Y] = E[X] + E[Y] = px + uy
mentre la varianza ¢
E[((X+Y)—(ux+hv))?] = BUX —px)*|[+E[(Y —pv | 4H2E(X —px ) (Y —py)] = 0
Prodotto di variabili casuali
Siano X e Y due variabili casuali. Allora il valore atteso del loro prodotto ¢
Y] = [ [ apfav(a, B)dads £ BIX] - BIY]
Se poi X e ¥ sono indipendenti, allora si ha
E[XY] = E[X] - E[Y]
La varianza, invece, €

E[(X +Y — (px + py))’] = 0x + 0y + 2B[(X — px)(Y — py)]

Ancora una volta, nel caso di indipendenza, si ha
2 2 2
E(X +Y — (ux + py))’] = ok +oy
Variabili casuali incorrelate

Definizione: Variabili casuali incorrelate

Due variabili casuali X e Y con densita di probabilita fxy si dicono incorrelate se

E[XY] = E[X]- E[Y]

Si ha
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XY indipendenti = incorrelate
X, Y incorrelate # indipendenti

Si ricordano le definizioni:

= incorrelazione = F [X Y] =F [X ] . E[Y]
= indipendenza = fxy (v, 3) = fx(a) - fy(5)

Esempio:

Siano X e Y due variabili casuali con

% (e, 3) = (1,1) oppure (o, 3) = (—1,1)
fxv(a, 3) = g (o, B) = (0,0)

altrimenti

Allora, si ha

BXY] = [ [ aB (e B)dads = (~1)(~1)- 74002 +(~1) (1)

) 1/4 z=-1
o= [ ot == 12

0 altrove

Allo stesso modo, si ha

1/2 y=0
fr(B)=q1/2 y=1

0 altrove

Si ha

E[X] = f+°° efx(z)dz = 0

ElY] = f_:o yfy(y)dy = %

da cui si deduce che le due variabili casuali sono incorrelate. Non si puo dire, pero che vi sia
indipenden:za.

Se due variabili casuali sono congiuntamente gaussiane e sono incorrelate, allora sono anche indipendenti; vale il
viceversa.

Definizione: Variabili casuali ortogonali
Due variabili casuali X e Y con funzione di denstita di probabilita congiunta fxy si dicono ortogonali se

E[XY] =0

esiindicanocon X | V.

Si ha:
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XY incorrelate # X 1 Y
X 1Y # XY incorrelate
{ X, Y incorrelate YLV
ux =0efopuy =0
X1lY
pux=0e/opuy =10
» X,V indipendenti & X 1 YV
{ XY indipendenti XY
pux =0efo puy = 0~
» XY indipendenti = (X — ux) L (Y — puy)

= X,Y incorrelate

Definizione: Covarianza di variabili casuali

Siano X e Y due variabili casuali con funzione di densita di probabilita congiunta fxy. Si definisce la
covarianza come

Cxy= [ [ @ = )y — ) fv (2, y) ey

dove si ha
= uy = E[X]
m uy=E[Y]

Una definizione alternativa e

Cxy = E[(X — px)(Y — py)]
= E[XY] — uxE[Y] + pxpy — py E[X]
= E[XY] - F[X]- E[Y]

Si ha che due variabili casuali X e Y sono incorrelate quando Cx,y= 0.

Definizione: Coefficiente di correlazione

Date X e Y due variabili casuali con funzione di densita di probabilita congiunta fxy, si dice coefficiente
di correlazione di X e Y la grandezza

Esempio:

Sia X una variabile casuale con funzione di densita di probabilita fx e sia
Y=aX+b

Mostrare cher = 1sea>0er=—1sea <0.

Soluzione:

1l coefficiente di correlazione é una misura della forza della relazione lineare che intercorre tra x
eY. Siha
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m = ()=2X,Y incorrelate

m 7 = [=2X,Y non incorrelate

Si ha
Cxy=E[(X — )Y — uy)]
dove

uy=E[Y] =E[aX +b] =aux+b

= E[(X — px)a(X — px)]
aB[(X — px)?]

_ 2
=a-0y

Si ha
oy = E[(Y — py)’] = E[a’(X — ux)*] = a’o%
da cui si puo calcolare il coefficiente di correlazione

Cxy ao% a { 1 a>0

"= O x Oy - oxlalox - |al “1-1 a<0

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Caratterizzazione_sintetica delle variabili casuali"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 01:31, 27 nov 2008.
m Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Distribuzione e densita condizionata

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Indice

= | Distrubuzione condizionata
m 1.1 Valore atteso condizionato ad un evento
m 1.2 Densita condizionata di variabile casuale, data un'altra variabile casuale
= 1.3 Valore atteso condizionato
= 2 Stima con la massima probabilita a posteriori (MPP) e con la massima verosimiglianza (MV)
= 2.1 Massima probabilita a posteriori
= 2.2 Massima verosimiglianza

Distrubuzione condizionata

Definizione: Distribuzione condizionata
Data una variabile casuale X definita su (Q2,F,P) con A £ [F'e con P(A)#0, si dice distribuzione di X
condizionata all'evento A la funzione

Fx|‘_1_ R — [D, 1]
definita come
Fxja = P(X < z|A)
dove
P QlX(s)<a}tnA
P(X < 2A) = P({s € 0| X(s) < | A}) = ZUSE |P((;)) <a}n4d)

Nota: Fx| 4 puo essere vista come la funzione di distribuzione definita su (Q,F,P) con P4(B) = P(B | 4).

Definizione: Funzione di densita di probabilita condizionata
Sia X una variabile casuale su (Q,F,P) con 4 < I e P(4)#0. Se esiste la funzione

f_){|_:._ R — ]E-i_
tale che
+oa
Fx|_:._($ 4'1} — fx|_.1_(0f rl}dﬁl’ VreR

allora si dice che Fx| 4 ammette densita e fx| 4 € la funzione di densita di probabilita condizionata di X dato
l'evento A.

Teorema: Teorema della probabilita totale

Sia X una variabile casuale su (Q,F,P) con
ki)
ﬂ = U :11'
=1

congli A; € I disgiunti a coppie. Allora, la probabilita dell'evento
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{seQ] X(s) <z} efl
e data da

P X<z)=P(X<=z

A)+P(X<ua

Ap)
ossia

Fxf:il?) == Fx|31($|4'11)P(;‘11)+Fx|A2($|;'12)P(;‘lg)—F . '+FX|AH($

A)-P(Ay)

Se poi la variabile casuale X ammette densita, allora si ha

fx(x) = fxiai(2] A1) P(A1) + fxian(2]A2) - P(A2) +- - -+ fxjan (2] An) - P(AR)

Esempio:

Sia X una variabile casuale con funzione di densita di probabilita fx definita su (a,b). Siano gli A; una partizione
dell'insieme (a,b). Data

Y=g(X)
si ha
fy(y) = fria, (A1) - P(A1) 4+ friap(y[As) - P(Ag) + - + fya, (¥l 4n) - P(A)
_ Z fxia; (g7 (y] ) - P(Ay)

& |9 (g=1(y))]

Esercizio: Calcolo della densita di probabilita dell'errore di quantizzazione

Sia X una variabile casuale con funzione di densita di probabilita fX U(a., b) . Sia E la variabile casuale
errore, calcolare la sua fr con

E=X-Z=X-hX) =gX)

dove
r— 2 T e (I:L,IQ]
o(z) = I_z:r,—z;g T € (a9, 3]
3Sex € (T3, 24
T — 2z T € (x4, T5)
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In generale, per determinare la fx | 4 si deve conoscere lo spazio di probabilita (Q,F,P) su cui ¢ definita la variabile casuale

X, dal momento che bisogna calcolare la probabilita

P X<z

4)

con 4 £ F'. Se pero A4 ¢ espresso in funzione di X, per esempio
A={s€Q]| X(s) € B} con B € B(R)

allora la f| 4 pu0 essere calcolata a partire da F.

Esempio:

3dill
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Sia X una variabile casuale con distribuzione di probabilita Fx e sia
A={seQ|a< X(s)<b}
Allora, si ha

P(X<zna<X <b)

) A= ) . < = < . < =
Fxjalz|A)=Fxa(zla< X <b)=P(X <zla< X <b) Pla<X<h)
F
F
A
|
‘ —/
/ |
| -
Vs 0 V2 X
Si ha
0 T <a
Fyja(z|a< X <b)={ ZE-X 7 ca,b)
1 T >b
Se la Fx ammette anche densita, allora
dFx|a 0 r<a, x>0b
[xjacx<s(zla < X <b) = ——(z|4) = fxle)
) @ L€ (a0

Esercizio:

Sia X una variabile casuale con Fye fx. Calcolare la Fx|x>gqelafx|x>a

Valore atteso condizionato ad un evento

Siano (Q,F,P) con 4 ¢ ['e con P(A)#0. Data la variabile casuale X definita su (Q2,F,P) che ammette densita
condizionata fx| 4, allora

+oo

BIX|A] = [ afxa(zlA)dy
—o0

Se esiste una funzione _g{ ) per cui Y= g(X), con g : [R — IR funzione di Borel, allora si ha

BY14]= [ g(@) falel Ay

o

Teorema: Teorema di Bayes

Sia data una variabile casuale X definita su uno spazio di probabilita (Q,F,P), con 4 & F' e con
reR |P(X < I) # (). Allora, si ha

P(X < z|A)P(A)
P(X <x)

P(A|X < z) =
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Esempio:
Sia X una variabile casuale con distribuzione Fx definita su (Q,F,P), con A < F Si ha
Pz < X < x9|A)P(A)
Pz < X < x9)
_ [Fxja(mo|A) — Fxja(z|A)] - P(A)
B Fo(xy) — Fx(xg)

P(A

Il":X":_:IQ):

Vediamo ora come ¢ possibile calcolare la probabilita di un evento, condizionata ad una variabile casuale. Se si ha X come
variabile casuale discreta, si ha

P(X = z|A)- P(A)

PAX =) = =5

con P(X = x)#0. Se X ¢ una variabile casuale continua, al contrario, si ha che P ( X = j‘) = () ¥x £ IE; osserviamo
che vale

/ Fxia(z|A)P(A)dz = P(z € B, A) VB € B(R)

La probabilita di un evento A condizionata a X = x ¢ definita come quella funzione
gs:R—RY

tale per cui

/.qu{j:)fX(m) = P(z € B, A) VB € B(R)

La grandezza P(A4 | X = x) puo essere calcolata da

FxjaP(A)
PAX=2)={ @ Ix@#0
0 altrimenti

LAVORI IN CORSO! - WORK IN PROGRESS!

Davide Morellato si sta occupando di questo testo; non apportare modifiche se l'ultima modifica
(http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Distribuzione e densit%C3%A0_condizionata&action=history) ¢
recente.

Teorema: Teorema della probabilita totale
Data una variabile casuale X definita su (Q,F,P), con 4 = [ e con funzione di densita di probabilita fx(x),
allora si ha che

P(A) = fﬂc P(A|X = 2) fx(z)dz

Dimostrazione:
Dalla definizione precedente, si ha

]BP(A|X = @) fx(z)dz = P(z € B, A)

Se l'evento B e tutto Q, allora si ha

P(Q.4) = P(QNA4) = P(4)
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Teorema: Teorema di Bayes per funzioni di densita di probabilita
Si ha lo spazio di probabilita (Q F,P), con q & F' come o-algebra, e con P(A)#0. Si ha una variabile casuale X
con funzione di densita di probabilita fx. Allora, vale

PAX =a)fx(x)  PAIX = 2)x(x)
jf;f P(A|X = z) fx(z)dz P(A)

fxia(z]A) =

Dimostrazione:

E'lasciata allo studente...

Densita condizionata di variabile casuale, data un'altra variabile casuale

Sappiamo calcolare la probabilita
P(Y € B|X =2)
come un caso particolare di P(4 | X = x). In altri termini, si ha

fxjyven(z|YERBP(YER)
P(Y e B|X =x)= Tx(@) V| fx(z) # 0

0 altrimenti

Definizione: Distribuzione di Y condizionata a X = x

Data la variabile casuale X con funzione di probabilita Fx, si ha
Fyx—(ylX = 2) = P(Y < y|X = 2)

Questa é la funzione di distribuzione (se fx(x)#0) perché la funzione
my:F—[0,1]

definita da
mx(4) =P(4]| X =x)

e una misura di probabilita se esiste la funzione di densita di probabilita fy| x(y | x) tale per cui
+ac
va—m(y|X=$)=f Pyx(Blz)dB
—o0

da cui si ha che la fy| x é una densita.

Proposizione:

fxvizy)
leX — fxi(z) fX(:'E) 7£ []
0 altrimenti

Questo risultato assomiglia alla probabilita condizionata di un evento, che é

P(B[A)P(A)  P(A,B)

P(A|B) = =
AP =""p)  ~ P
cioe, la dentista di probabilita congiunta non e altro che l'intersezione delle due variabili casuali di partenza.
Teorema:
Si ha
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P(y € C|X = z) = [J frix (3, ©)dy ¥C € B(R)

con fy| x dato dalla proposizione precedente.

Dimostrazione:

Per definizione,

fP(YeC-’
B

St ha

L(Lfﬂx{ylfc)dy) fx(@)dz

_ [B [3 Fyix fx(z)dydz

_ / f fxy(z,y)dedy = P(X € B,Y € C)
4B
VB,C € B(R)

X =x)fx(z)de = P(Y € C,X € B) VB € B(R)

Osservazioni:

. fY|X (y|§:) ¢ la sezione di fx,y(x,y) con il piano 3 = T;
m se X e Y sono variabili casuali indipendenti, allora si ha

JY X0 [ x)=/10)

Infatti, se le due variabili sono indipendenti, la conoscenza di ¥ non ¢ in alcun mondo influenzata dalla conoscenza
di X.

Valore atteso condizionato

Definizione: Valore atteso condizionato

Date due variabili casuali X e Y, con funzione di densita di probabilita fx y(x,y), si definisce il valore atteso di Y
condizionato da X = x la quantita

+2a
BY|IX=a]= [ " ylx(sla)dy

Anche qui, vale il teorema del valore atteso che dice che, data una variabile casuale Z = g(Y), si ha

+oo
BlZIX =a] = BlgV)|X =al = [ g(u)- frx(sl2)dy

—

Proprieta: Proprieta del valore atteso condizionato:

» Se le variabili casuali X e Y sono indipendenti, allora fy|x = [y, da cui si ha

EY|X =2] = fyfnx(y\:t)dy = fyfv(y)dy = E[Y]

m Se Y = g(X), allora si ha dipendenza totale e vale
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BIY|X = 2] = Elg(X)|X =] = [ iy~ g(2))dy = Blg(v)

—20

Questo é abbastanza intuitivo: se si ha dipendenza completa Y = g(X), allora vale
Y1 x| x) =0(y — g(x)
cioé, si ha una é quando y = g(x), non si ha alcuna incertezza sul risultato.
= E[g(XY) | X =x] = E[g(xY) | X =x]
Se poi g(x,Y) e separabile, cioe
9(x,Y) = g1(2) - g2(Y)

allora si ha

Elgi(z)- g2(Y)|X = 2] = g1(2) - E[g2(Y)[X = ]

Consideriamo il solito spazio di probabilita {Q,F,P} con le variabili casuali X, ¥ f_){,y e con un'altra variabile casuale

7 ) — B tale che
Z(s) = E[Y|X = X(s)] Vs € Q

La variabile casuale Z ha un valore atteso condizionato; in generale, la variabile casuale Z rappresenta il valore atteso
condizionato

E[Y]X]

Teorema:
Si ha

E[Z] = E[B[Y'|X]] = E[Y]

Dimostrazione:
Si ha

E[Z] = f+°° E[Y|X = 2| fx(z)dz

Applicando il teorema del valore atteso, si ha

ElZ] = /;er (f+my ' fle(ﬂit}dy) - fx(z)dz

-T-Goo +_ozo
= / f y - fyix(ylz)dedy
+o0

20

=/_ y- fr(y)dy = E[Y]

Stima con la massima probabilita a posteriori (MPP) e con la massima
verosimiglianza (MV)

Dato lo spazio di probabilita {Q,F,P} con A4, AcFeAnA=@ AU A = (. sidefinisce la variabile casuale
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X fx(z) = fxale A)- P(4)

Quello che vogliamo fare ¢, dato T, capire a quale delle due popolazioni fx| 4 oppure f x| A appartiene. Se si prende

A)- P(A) + fxale

I'esempio delle molecole di gas, la funzione di densita di probabilita dell'energia € una combinazione lineare di altre
funzioni di densita di probabilita; qui ¢ la stessa cosa, si vuole calcolare la densita di uscita come mixture di altre densita.

Esempio: Canale discreto gaussiano

Si ha un canale discreto con rumore gaussiano.

N .

M

¥

¥

I simboli di partenza possono essere A oppure A, il rumore é di tipo gaussiano N(u,0) e la variabile casuale di
interesse e la X di uscita. Se si trasmette il segnale A, la funzione di densita di probabilita sara la fx| 4; al
contrario, se si trasmette /A, allora la densita sara fx| A

Dd T T T T f

LT
035t | -

03

0251 | -

.15

005 .
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ﬂ 4 L] L]

035 F

03

025 |

015 F

01} )

0.05

Si ha

" A=fx|4(x | A) =N + A.0)

A)=N(p+ A, 0)

u _:"_1 = fxl;ll::$

Da qui, si ha che la fx sara una combinazione lineare di fx | 4 e fx| 1. In questo esempio, la somma sara pesata
con le probabilita dei due simboli, P(4) e P{ ;1). Lo scopo finale di questo lavoro é osservare il risultato della
variabile casuale X per capire se é stato trasmesso A o A

Esempio:

Data un'altezza umana, si tratta dell'altezza di un uomo o di una donna?

Massima probabilita a posteriori

La massima probabilita a posteriori ¢ definita come

. [(>PAX=2) 4
X“‘:)_{{P(ﬁqx:x) i

P(A

Se vale P[:;]. X = I} > P[f‘i

X = I), allora decidiamo che ¢ stato trasmesso 4 e non /.

Il criterio a massima probabilita a posteriori, quindi, €

Ix A(i??

A)- () (3) Fratel ) - PO

Massima verosimiglianza

Nel caso in cui P [: ‘;1) = P[: A}, il criterio di massima probabilita a posteriori diventa un criterio di massima
verosimiglianza.
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4)(3) fxate

1l criterio a massima verosimiglianza ¢ meno potente di quello a massima probabilita a posteriori, perché quest'ultimo
sfrutta la conoscenza della probabilita dei simboli prima di essere trasmessi, mentre il secondo metodo si limita ad
osservare il risultato finale e la funzione di densita di probabilita, considerando tutti i simboli equiprobabili. Quindi, il
criterio a massima verosimiglianza ¢ meno potente, perché sfrutta meno informazioni.

A)- P(A) = fxala A)

Fxjalz

A)- () () Frata

Esercizio al calcolatore:
Stimare la MPP e la MV del sistema dell'esempio, con sorgente A U0, 1] e rumore N(u = 0,0)

U~[0,1] |

Y

N

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Distribuzione e densit%C3%A0 condizionata"
Categorie: WIP | Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

m Ultima modifica per la pagina: 01:42, 27 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Processi stocastici, stazionarieta ed ergodicita e
densita spettrale di potenza

Da Wikiversita, ['universita aperta.

Un processo casuale potrebbe essere, per esempio, quando si acquisisce un segnale con un oscilloscopio collegato
ad un generatore di forme d'onda; la sinusoide generata sara sin(2xnft + @), dove ® ¢ una variabile casuale.

Indice

m | Processi casuali
m 2 Caratterizzazione statistica del processo
= 2.1 Realizzazioni
= 2.2 Variabili casuali
= 2.3 Densita di probabilita
3 Caratterizzazione statistica di un processo
4 Ergodicita dei processi casuali
5 Densita spettrale di potenza
m 5.1 Proprieta della densita spettrale di potenza
6 Descrizione congiunta dei processi stocastici

Processi casuali

Un processo casule {X (t), t e 'T} ¢ una collezione di variabili casuali indicizzate dal tempo ¢ < 7. Quindi,
X (f) %t € T ¢é una variabile casuale definita nello spazio di probabilita {Q,F,P}. Fissato l'istante temporale
t € T, si ha una funzione misurabile

X@:Q—R

che parte dallo spazio (Q,F) per giungere allo spazio (IR, B(IR)). E' possibile indicare un processo stocastico
anche con la notazione

X(t,s) :QxT —=R
dove X(z,s) ¢ misurabile rispetto ad s.

Se T' = B, il processo si dice a tempo continuo; al contrario, se T = 7, allora il processo si dice a tempo
discreto.
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E=T 4

g

Se fissiamo g < {}, allora X(s) ¢ una funzione del tempo, altrimenti detta realizzazione.

Esempio:

Sia X(t) =V, con V una variabile casuale con

fv(v) = %5(’{) — 1)+ %5(1} —1)
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A X(s,E)

X(Es,)

Osservazione: fissato un qualunque { & T, la variabile casuale resta sempre la stessa

Fo(t) = %5(5_ 1) + %J(E— )vteT

Esercizio:

Sia X(t) = V una variabile casuale con V"U[0,1], disegnare il grafico come per l'esempio precedente.

Esempio:

Sia X(t) la variabile casuale
X(t) =V -sin(wt)
tale che

® @ ¢ costante,

' foe) = 20— 1) + 300+ 1)

File:TFA processo a tempo continuo esempio sinusoide.jpg

Caratterizzazione statistica del processo

Esempio:
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Sia X(t,s) definito su

(2, F, P) = {[0, 1], B([0, 1]), U0, 1]}

definito come
1 se U,%
X(t,&)—{_l SEJ%,T]] cont € {1,2,--- [0}

Realizzazioni

Fissato s a scelta, disegnamo una realizzazione del processo nel tempo.

A

Variabili casuali

Fissato il tempo, si ha una variabile casuale osservando varie realizzazioni del processo, in quel preciso istante
temporale.

Esempio:
Nell'esempio, si ha
_ - . |1 se][0,1]
t=1= X(i,5) = 1 sewp

. 1 se]o,}

t=2= X(s,1)= 1 96%%,1}
t=2 —15 1 d 1
firlv,i=2) = 58(v = 1)+ 56(v + 1)

. 1 se D,li

t_ﬁm,a_{_l SEH

Osservazione: notare che la probabilita di 1 tende a zero per f —s o, mentre la probabilita di — 1 tende
alpert — oo
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Densita di probabilita

Esempio:
Al prim’ordine, si ha

ol t) = 13w = 1)+ 180+ 1)

Per il calcolo della densita congiunta del second'ordine, ¢ necessario fissare due istanti temporali

tljtg, th < tg.

Esempio:
Abbiamo tre casi da studiare:

]X(tl) = ]-:| X(tg) =1

In questo caso, si ha

P(X(t)=1,X(t)) =1)=P({s €| X(t1,5) =1, X(ty,5) =1})

ZX(tl) == 1, X(tg-) == —].
In questo caso, si ha

P(X(t)=1,X(t) = -1)=P({s € Q| X(t1,5) = 1, X(tz,5) = —1})

-r(Pelzal))

3. X(tl) == —1, X(tg) == —].
In questo caso, si ha

P(X(t)=-1,X(t) =-1)=P({s €Q | X(t1,5) = =1, X(t3,5) = —1})

)

1
—1_ —
t

Da qui si ottiene che la densita di probabilita congiunta risulta
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1
fvienvie) (v1,v2) = 55(1’1 —1)0(vy — 1)+
1 1
1 2

+ (1 - %) 5(vy +1)5(vy + 1)

Esercizio:

Calcolare flr'{tlj (1}1) a partire dalla funzione di densita di probabilita congiunta fl,—{tﬂy{tﬂ ('Ul . 1}2)

Caratterizzazione statistica di un processo

Si prendano diversi istanti di tempo £, << £y < --- < t, € T, n € M. Sidefinisce la quantita
P[X(t1), X(ta),- -+, X(tn) € B] VB € B(R")

come la probabilita finito-dimensionale del processo X(#,x). Dato che X(¢) ¢ una variabile casuale, la quantita
appena definita ¢ pari alla probabilita congiunta di un vettore n-dimensionale di variabili casuali, con

Xt' :X(tt) Vi = 1,2,"',?‘1‘..

In modo equivalente ai vettori di variabili casuali, un processo ¢ caratterizzato dalla densita di probabilita
congiunta, che si indica con

Fxlxy, @, -2ty to, - - 1)
= fX{flJ---X{tn](iEl:I?a ) =p=o fx(@1, w05t 1)
= fX{tl]X{tz](Ilnx‘}:)

Dalla congiunta ¢ sempre possibile ottenere le marginali, che possono essere pensate come delle congiunte di
ordine inferiore.

Esempio:
Si ha il processo

X(t) = Vsin (wt)

con w costante e con una qualsiasi fy(v). Si vogliono calcolare tutte le quantita definite fin'ora. Si ha

fvlg™'z))  |dg (1 fol(=in )
Fx = < [@@) a9 (3’))|?é0= % |sin{wt)| # 0

0 altrimenti 1] altrimenti

Le diverse realizzazioni sono sinusoidi alla stessa frequenza, ma di diversa ampiezza.

Esercizio:

Siano le variabili casuali X e Y, entrambe distribuite come U[0,1]. Studiare la variabile casuale data
dalla relazione

_ max(X,Y)
~ min(X,Y)
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Ergodicita dei processi casuali

Supponendo di avere un processo stocastico X stazionario (in senso lato), andiamo a cercare di dedurre qualcosa
dalla sua densita di probabilita fx(x) generando una realizzazione nel tempo. Vedremo che se il processo €
ergodico, medie d'insieme e temporali coincidono.

Consideriamo un processo { X (¢),1 € R}, con X (¢,s) : R x R — IR definiso sullo spazio di probabilita
{Q,F,P}. Fissato l'esito 5 £ (), otteniamo una realizzazione _X' [ -, 5). Vogliamo capire se (e sotto quali condizioni)
¢ possibile determinare delle caratteristiche di X(¢), osservando un'unica realizzazione.

Se il processo ¢ stazionario in senso lato, allora

px(t)=px VEER

T
Consideriamo la realizzazione X ( - 5) in una finestra [— E’ ‘—}

File:TFA realizzazione per ergodicita processi.jpg

Definizione: Stimatore del valor medio temporale

Si dice stimatore del valor medio temporale della realizzazione X ( ‘. 5) la grandezza

1 [+3
Axr(s) = ff_ X(t,s)dt

T
2

che é la media temporale della realizzazione, sul periodo T. In generale, Ax 1(s) é una funzione dell'esito s,
quindi puo essere considerata a sua volta una variabile casuale.

La grandezza A X.T(E) ¢ una stima, si riferisce ad una particolare realizzazione 5.

Definizione: Stimatore non polarizzato

Lo stimatore Ax 1(s) é non polarizzato se

E[Axr(s)] = px

ossia se

B[Axx(s)] = 7 [ BIX(t,9)dt = px = EIX(1)

r
2

1l valor medio delle medie temporali coincide con il valor medio di insieme.

Definizione: Stimatore consistente

Uno stimatore Ax 1(s) € detto consistente se

® Ax 1(s) e non polarizzato
» Ja varianza F A x 1 tende ad annullarsi all'aumentare del tempo di osservazione

JA_}{_]’ o D

Questo equivale a dire che Ax T tende, in maniera quadratica, al valor medio del processo, con un
tempo di osservazione infinito si puo ottenere il valore certo, senza incertezza.

Definizione: Processo ergodico
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Se Ax 1 e uno stimatore consistente di ux, allora il processo X(t)e ergodico.

Teorema: Teorema di Slutsky
Dato un processo { X (t) !t e ]E} WSS (del second'ordine), allora

T
Axrt —p2 & lim %/ Cx(r)dr =0= Rx(7) — px
0

T—oo

dove ﬂg indica la convergenza in norma quadratica e Cx(t) é la funzione di autocovarianza del processo.

Il teorema di Slutsky permette di facilitare il compito di verifica dell'ergodicita di un dato processo. Una condizione
sufficiente (ma non necessaria) affiché X(7) sia ergodico € che

CX(T) —>1;—>ooo

Esempio:

Sia un processo X(t) =V, con V una variabile casuale stazionaria in senso lato. Si ha
2 2 2
Cx(7) = Rx(7) — py, = B[V — uy, = oy,

Dal teorema di Slutsky, si ha

1T,
lim — fo o2dr 40

t—o0

quindi, il processo non e ergodico.

Esempio:

Si ha il processo
X(t) = Asin(wt) + Beos(wt) + C

con C e w costanti, mentre A e B sono variabili casuali incorrelate tra loro ed a media nulla. Si ha
ux(t) =C
Cx (1) = 0% cos(wt)

Applicando la consizione sufficiente appena vista, si ha

CX (T) ?’L’T—rccu 0

Questo fatto non vuol dire che il processo non possa ancora essere ergodico (la condizione é sufficiente,
ma non é necessaria). Nel caso in cui, invece, C = 0, allora grazie al teorema di Slutky si ottiene

. 1T
Th_lgoffﬂ Cx(r)dr =0

Da questo, si ottiene che il nuovo processo con C = () e ergodico (rispetto al valor medio).

In modo alternativo, si puo definire I'ergodicita del processo {X (t), t e T} nel seguente modo:
m se X(¢) ¢ WSS di prim'ordine, allora
E[X(D)] = nx(0) = nx

Di conseguenza, si ha che X(¢) ¢ un processo ergodico rispetto al valor medio se ¢ verificato
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P({s e Q

Axr(s) = px}) =1

Questa si dice convergenza in probabilita, o convergenza gox (per quasi ogni x). Se Q ¢ continuo, possono
esistere alcuni s per cui non ¢ verificata l'equazione, ma se questi punti sono isolati (concetto di gox), allora
si ha comunque la convergenza cercata. La probabilita di un particolare s, infatti, ¢ infinitesima (nel caso di
processi a tempo continuo, lo stesso non vale per processi a tempo discreto).

= X(r) WSS del second'ordine ¢ ergodico rispetto alla sua funzione di autocorrelazione se vale
P({s € Q| pxr(7,5) = Rx(7)}) =1

Anche questa ¢ una convergenza in probabilita, con

—+20

1+
wx (T, s)Tlim ff : X(t,s)X(t+ 7, s)dt
-7

che ¢ l'autocorrelazione temporale del processo. In termini pratici, questo equivale a dire che
Rx(t,t+7) = E[X(t)X(t+ 7)] = Rx(7) = pxr(7,5)

dove F/ [] ¢ la solita stima della funzione di autocorrelazione e Rx(t) ¢ l'autocorrelazione d'insieme, che viene a
coincidere con l'autocorrelazione temporale oy 1 ( T, 5).

Densita spettrale di potenza

Consideriamo il processo { X (t),t € T'}. Fissato 5 € () otteniamo una realizzazione che in generale
rappresenta un segnale di potenza non periodico, quindi non ¢ possibile dare una caratterizzazione frequenziale
attraverso la trasformata di Fourier (in modo diretto). E' tuttavia possibile caratterizzare i processi casuali almeno in
termini di spettro di potenza. A questo proposito, consideriamo il processo

Xr(t,s) = X(t,s) - rect (%)

& XTI[’E}

|

| T2 [ T/2

Limitatamente al periodo 7, il segnale diventa ad energia finita,

+oo r
E:f |XT(f.,s)|9dt=f‘;|X(t,s)|9dt<:oo

-7

quindi si ha anche lo spettro di potenza finito,
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1 +oo
== 1Xa(s )

Definizione: Densita spettrale di potenza
Di definisce densita spettrale di potenza del processo {X (t), t e T} la grandezza

|
Sx(f) = Jim ZE||Xr(f.5)f]
dove X1(f,s) ¢ una variabile casuale ottenuta da
+o0 i
Xr(f.8) = [ Xa(ts)e > dt

che ¢ la trasformata di Fourier della variabile casuale Xt(t,s).

Proprieta della densita spettrale di potenza

LSx(f) = 0Vf

2. |XT(f1 5)|2
T

3. Teorema di Wiener-Kinchine; se un processo stocastico ¢ stazionario in senso lato (del second'ordine),
allora si ha

¢ detto periodogramma del processo

Se(f) = FlRx (1) = [ Ry(r)e=2mdr

—a

4. Se X() ¢ a valori reali, allora Sx(f) ¢ pari, di conseguenza si ha che

R;{ (T) = Rx(—?‘)

+oa
5. Sy (f)df = Ry ([]) = Py che ¢ la potenza del processo

6. Ry (1) = F71[Sx(f)] = j_ :G Sx(f)er* ™ df

Esempio:

Sia un processo stocastico X(t) = V con V una variabile casuale con fy(v) qualsiasi. Si ha:
" Rx(r) = E[X()X(t+7)] = E[V*] = 0y, + uj,
* Sx(f) = (ov +iy) - 6(f)

cioe, l'autocorrelazione Rx(z) e costante, quindi la densita spettrale di potenza del processo é una 6
nell'origine.

Esempio:

Si ha il processo stocastico
X(t) = Asin (wt) + Bcos(wt) + C
con C e w definiti, con A e B variabili casuali incorrelate e a media nulla. Allora, si ha

« E[X(1)] =C
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= Rx (1) = o cos(wt) + C*
2 w

505 (10 57) +9 (- 32)] o

Descrizione congiunta dei processi stocastici

Consideriamo { X (t),t € T} e {Y(t),t € T} due processi definiti sullo stesso spazio di probabilita (Q,F,P).
Se volessimo caratterizzare congiuntamente i due processi, dovremmo fare

fX,Y(I]-!IE! Ty, Y2, ymnflu f‘Z_u T .f'ﬂ.] f']_l‘ ffg. " t;n)
e questo dovrebbe valere:

'th tg{"'{tﬂET
sty <---<t €T
= Ym,n €N

Questa ¢ la densita congiunta finito-dimensionale; passando invece alle descrizioni sintetiche, si possono
identificare:

= i valori medi
nx(t) = E[X(1)]
ny(n) = E[X(1)]
= e funzioni di autocorrelazione
Rx(ty,t2) = E'[X(t1) X ()]
Ry (t1,t2) = E[Y(t1)Y(t2)]
= e funzioni di covarianza
Cx(t1,t2) = E[(X(t1) — px (1)) (X (t2) — px(t2))]
Cy(t1,12) = E[(Y(t1) — py (11)) (Y (£2) — py(t2))]
= e funzioni di crosscorrelazione
Rxy(t1,02) = E[X(11) Y(12)]
Ryx(t1,12) = E[Y(11)X(12)]
= le funzioni di crosscovarianza

Cxy(ty,12) = E[(X (1) — ux(t1)) (Y (t2) — py (t2))]
= Rxvy(t1, t2) — px(t:) py(tz)

Cyx(t1,t2) = E[(Y(t1) — py (t1)) (X(E2) — px(t2))]
= Ryx(t1,12) — py(t1) px(t2)
Definizione: Indipendenza dei processi

Due processi {X(t), l e T} e Y(t), L e T} definiti sullo stesso spazio di probabilita (Q,F,P) sono
indipendenti se
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fX,Y(ﬂ:]_,IQ, Ty Y, Yoy "ym;tljtﬁj o -tﬂjt;_] ;2, .- t:n)

. TN !
= fX(Il:II?, - -Tp, ,tl,t:zj .- -tﬂ) . f':’(yljy‘21 .- 'ym:t]_;t'zj - tm)
e questo deve valere:

= Ym,n €N
sV <ty <---<t, €T
Y <th<---<t €T

Definizione: Processi incorrelati
Due processi {X(t)! L e T} e Y(t)! t e T} definiti sullo stesso spazio di probabilita (Q,F,P) sono
incorrelati se

E[X(t1)Y (t2)] = Rxy(t1,t2) = E[X(t1)] - E[Y (t2)] = px (t1)py (22)

Nel caso particolare in cui i processi siano delle variabili casuali gaussiane, allora si ha che
incorrelazione < indipendenza

mentre i tutti gli altri casi si ha
incorrelazione 4  indipendenza

indipendenza = incorrelazione

Definizione: Processi congiuntamente gaussiani

Un processo { X (t)! t e T} e congiuntamente gaussiano se tutte le densita di probabilita finito-
dimensionali sono congiuntamente gaussiane.

Definizione: Processi congiuntamente stazionari in senso stretto
Due processi {X{:t), i e T} e {Y{t), t € T} si dicono congiuntamente stazionari in senso stretto
(SSS) se la densita di probabilita congiunta é invariante alla traslazione temporale.

Definizione: Processi congiuntamente stazionari in senso lato
Due processi {X(t), L e T} e {Y(t), t e T} si dicono congiuntamente stazionari in senso lato (WSS)

px(t) = px

; py () = py
Rx(t,t +7)= BRx(7)
Ry (t,t+ 1) = Ry(7)

2. Rxy(t,t+7)=Rxy(7)Vt, 7 €T

cioe, anche la crosscorrelazione deve essere funzione della sola distanza tra istanti temporali.

Nel caso di processi congiuntamente stazionari in senso lato (WSS), si ha
Ry){(t,t | T) = Ry){(ﬂ,?‘) = ny(?‘) Vt, 7T
e vale

Ryx(t) = Rxy( — 1)
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Inoltre, vale
|Rxv(0)]* < Rx(0)Ry(0)

Esempio:

Se X(1) e Y(t) sono congiuntamente WSS, l'autocorrelazione di Z(t) = X(t) + Y(1) vale
Ry(t,t +7) = BI(X(t) + Y(t1)) - (X(t2) + Y (22))]
= B[(X (1) X(t2) + Y (#1)Y (t2) + X(81)Y (£2) + Y (£1) X (22))]
= Rx(t1,12) + Ry (t1,12) + Rxy(t1,t2) + Ryx (11, 12)
= Rx(7) 4+ Ry(7) + Rxy(7) + Ry x(7)

uz(t) = E[X(T) + Y(1)] = ux(t) + uv(t) = ux + uy

Esempio:

Se X(t) e Y(1) sono congiuntamente WSS e indipendenti, I'autocorrelazione di Z(t) = X(1)Y(1) vale
nz(t) = E[X@)Y(1)] = uxuy
Rz(t,t+7)=E[Z()Z(t+ T)
= EX(OY(O)X(t+7)Y(t+7)]
= E[(X(@) X1+ )Y ()Y (t+7))]
= EX(O)X(t+7)] - E[Y()Y(t+ 7)]
= Rx(7)Ry(7)

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Processi_stocastici, stazionariet%C3%A0_ed_ergodicit
%C3%A0 e densit%C3%A0_spettrale di_potenza"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 02:03, 27 nov 2008.
= Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Esempi di processi stocastici Processi PAM Processi
gaussiani Processi di Markov

Da Wikiversita, ['universita aperta.

Indice

m | Processi e catene di Markov
m 1.1 Densita di probabilita del processo di Markov
m 1.2 Classificazione
= 1.3 Catene di Markov a tempo discreto

Processi e catene di Markov

Cominciamo col capire cosa sono le catene di Markov. Prendiamo un meteo, in cui si hanno soltanto due stati:

® sole, S;
= nuvoloso, N.

Se oggi c'¢ il sole, allora domani ci sara
Lo 1
= sole con probabilita —;

I3

= nuvoloso con probabilita —.

Al contrario, se oggi € nuvoloso, allora domani ci sara

= sole con probabilita 1;

= nuvoloso con probabilita —.

Questa ¢ una catena di Markov. Il tempo di domani dipende dal tempo di oggi, e non dal tempo di ieri; inoltre, la probabilita
che esce da ogni stato ¢ unitaria, quindi anche la probabilita che in un dato istante si sia in un determinato punto soddisfera
anch'essa la proprieta di uniterieta.

Definizione: Processo di Markov
Il processo { X (t),t € T’} é un processo di Markov se

P(X(t'nﬂx(t'n—l): X(t'n—i): t m(tl)) - P(X(tnﬂx(tn—l)) vtl = t? <= t--n eT

In altre parole, possiamo scrivere che una variabile casuale X(z,) dipende solo dalla variabile casuale X(#, — 1), mentre ¢
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indipendente da tutte le variabili casuali precendenti all'istante #;, — 1.
Implicazioni:

1. la probabilita del futuro, dato passato e presente, dipende solo dal presente.
2. la probabilita del futuro, congiunta a quella del passato e conoscendo il presente, ¢

P(futuro|passato, presente) = P(futuro|presente) - P(presente|passato)
Gli eventi che soddisfano questa seconda condizione sono detti condizionalmente indipendenti, cioe¢ sono

indipendenti soltanto se vi ¢ la conoscenza dello stato intermedio. Nel caso in cui non si conosca il presente, allora
passato e futuro non sono piu indipendenti.

Densita di probabilita del processo di Markov

3311—1)

n )Xt )X (0 Tn| Trets T2 - 1) = Fxaixi,_o(Tn
fx{fn]x{fn—l)“'x{fl] (Iﬂ! Tn—1y" ::I']_} =

= X)X (b 1), X (n—2)-X (1) (Tn | Tr—t, T = - 1) X -+ X Fxqp)xie) (Ta]@1) X Fxe)(@1)
= FXtt)X (tn1) (Tnl|Tn1) X o+ X Fxi)xen) (T2lT1) X fx)(1)
- [H:;;%fx{fk+1]|x{fk]($k+1|‘rk}] ) fX{fﬂ(Il)

Per caratterizzare una catena di Markov ¢ sufficiente conoscere la densita di probabilita del second'ordine, non serve
scendere fino all'n-esimo ordine. In questo modo, la trattazione diventa molto piu semplice, fino a renderla quasi banale.

Classificazione
I processi di Markov si possono classificare in base allo stato/tempo continuo/discreto:

stato continuo e tempo continuo: processo a tempo continuo;
stato continuo e tempo discreto: processo a tempo discreto;,
stato discreto e tempo continuo: catena a tempo continuo;
stato discreto e tempo discreto: catena a tempo discreto.

Catene di Markov a tempo discreto

Si ha

che sono due insiemi discreti. La catena di Markov € caratterizzata da due quantita:
m la probabilita incondizionata
P.= P (X(n)=1i)
= la matrice delle probabilita di transizione Pjj(m,n) = P(X(n) =j | X(m) = i).
Si ha
P(n)e0,1]|VieS,¥neT | > P(n)=1

ies

ciog, per ogni istante, la somma delle probabilita di tutti gli stati ¢ unitaria; noto l'alfabeto s, la probabilita incondizionata si
puo scrivere come

E(n) = [Pi(n) Py(n) --- Ps(n)]

La stessa condizione si pud esprimere con
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P-ef=1e=[11---1]

Fissati due istanti temporali n < m e dato lo stato di partenza n, la somma delle probabilita degli stati di arrivo € unitaria.

Pii(m,n)  Pio(mmn) --- Pylm,n)
Pm.n) = ngl[iim,,n) P[Q,Q];(m,n) ng|5|{5m,n}
Bsja(m,n)  Paolm,n) - Pgjjq(m.n)

dove la somma dei valori di ogni singola riga ¢ 1

> Pmmn)=1Yj€0,1,---|s|]

i=1,2,---|z
Pimn)-ef =ef =11 --- 1]

Per ogni coppia m,n, il valore di P(m,n)sara diverso. Si ha
P(n) = P(m,n)--- P(m)

| K

: |

Y

P, i(m,n) = P(X(n) = j|X(m) = j)
= 3" P(X(n) = jIX(u) = |, X(m) = i) - P(X(u) = | X(m = 1))

les

— ZHJ(M, n)- P (m,n)

les

Quest'ultima ¢ detta I'equazione di Chapman e Kolmogorov, che in forma matriciale si pu0 scrivere come
B[m,n) = E(m* U‘) ) B{U‘!n)

da cuisi ha

(m,m)= TI Blkk+ 1)

E=m

e,

Per caratterizzare una catena di Markov, basta conoscere:

= P(0)
« Pl k+1)VkeT
= P(n)=P(0)- P(0,1)- P(1,2)--- P(n —1,n)

Esempio: Caso 1

St ha

3di8
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p()=p0)-2=10)- |} i =p1

0 1 0 1
p— . 2 pu— . . pu—
P(2) = P(0)- P* =[1 0] [1 D] [1 D] 1.0]
La sequenza degli stati é deterministica,

« P(2m) =1 0] ¥me N
» P2m+1)=[01]¥meN

Esempio: Caso 2

G
=1 o)
PO= 33

-
p(1) = £(0) - 2= [5 5]

1
P(2)= PO)-E* = |5
da cui si deduce che vale

P(m) = E %} YmeT

Definizione: Catena di Markov omogenea
Una catena di Markov é detta omogenea se

Plkk+1)=PVkeT

ossia, la matrice di probabilita di transizione ad un passo (k,k + 1) é la stessaper tuttii g = T

Esempio:
Si ha

Py P
P =
— [P’zl Pﬂ]
da cui
= P(0) =[P P

12/12/2008 13.23
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Definizione: Distribuzione stazionaria
Data una catena di Markov omogenea, si definisce distribuzione stazionaria il vettore di probabilita

I =[m ma -~ my
tale che
“I0-P=1I
"[I-ef =1

da cui, nel caso in cui P({]) = I, allora si ottiene

Pn)=LOVYneT

In generale, una catena di Markov puo avere piu distribuzioni stazionarie.

Esempio:
Sia
010
P=1[10 0
- 00 1
da cui si ha
11
I, =3 59)
« T, = [0 01]
. I _[111}
ST l444

Definizione: Catena di Markov irriducibile

Una catena di Markov si dice irriducibile se non é possibile portare la matrice di probabilita di transizione in una
forma diagonale a blocchi, del tipo

0 1] 0
1 0f O

00 1

Se una catena di Markov ¢ irriducibile, allora la distribuzione stazionaria esiste ed € unica.

Definizione: Distribuzione limite

Una distribuzione stazionaria 11 si dice distribuzione limite se

lim P(n)=P

T—20

Questo deve valere P(D), cioé per qualsiasi condizione iniziale.

Definizione: Catena di Markov aperiodica

Una catena di Markov omogenea ed irriducibile é aperiodica se il massimo comun divisore delle lunghezze di tutti
i cammini chiusi che si possono individuare sul diagramma delle transizioni é pari a 1.
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Esempio:
Catena periodica di periodo 3:

In questo caso, MDC = 3.

Esempio:
Catena di Markov aperiodica:

In questo caso, MDC = 1.

Se una catena di Markov omogenea ed irriducibile ¢ aperiodica, allora la distribuzione stazionaria ¢ anche distribuzione
limite. Per queste catene di Markov, a regime la probabilita assoluta ¢ indipendente dal tempo, dando origine a processi

stazionari.

Nota: una distribuzione [] ¢ una distribuzione limite se

=
E
I
= 1= 1=

Definizione: Matrice doppiamente stocastica
Una matrice di probabilita di transizione é doppiamente stocastica se la somma degli elementi di ciascuna colonna

e unitario; in tal caso, la distribuzione limite risulta essere

_|rr 1
sl Isl sl

Esempio:
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St ha
11 1
e[ 1]
7 37 0
"L=[mm - m
da cui
on-P=1
I-ef =1
r 1 1 1
1M + EE + g™ =m
) 1 1
§?T1—|-§?T2=?T3
L m+me+m=1
Si ottiene
111
=533

12/12/2008 13.23



Esempi di processi stocastici Processi PAM Processi gaussiani Process...  http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Esempi_di_processi_stocast...

che é una matrice doppiamente stocastica.

Estratto da "http://it.wikiversity.org
/wiki/Esempi_di processi stocastici Processi PAM Processi gaussiani Processi di Markov"
Categoria: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori

= Ultima modifica per la pagina: 02:04, 27 nov 2008.
» Contenuti soggetti a licenza d'uso GNU Free Documentation License.
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Elaborazione lineare e nonlineare di un processo stocastico

Da Wikiversita, l'universita aperta.

X(1 7] Y(t

Si vuole modificare un processo stocastico X(¢) con un sistema T[-], che ¢ una trasformazione.

Definizione: Sistema tempo-invariante
Un sistema T[] si dice tempo-invariante se, dato

Y(t.s) = T[X(t,s)]
si ha che

Y(t+rs)=TX(t+7s8)|Vt, 7T, Vs€Q

Indice

1 Classificazione dei sistemi

» 2 Sistemi tempo-invarianti
= 2.1 Autocorrelazione del second'ordine
m 2.2 Covarianza di Y(t)

» 3 Processi bianchi
m 3.1 Processi bianchi discreti

» 4 Processi ciclostazionari

Classificazione dei sistemi

= Y(t)= Xz(t) ¢ tempo invariante, non lineare;
m Y(¢) = X(t) — X(t — 1) é tempo invariante, lineare;

Se il sistema T[] ¢ tempo invariante e X(¢) ¢ stazionario in senso stretto di ogni ordine, allora anche il processo Y(¢) = T[.X(¢)] ¢ stazionario in senso
stretto (SSS) di ogni ordine.

In generale, il fatto che X(7) sia SSS non vuol dire che Y(¢) = 7[.X(¢)] sia anch'esso SSS.

Esempio:
Si ha

Y1) = X(1) = X(t = 1) = Z(1) = W(1)

—+oa
v(B) = f_m Fx-x -1 (0,3 — a)da

Esempio:
Sia T[] un sistema tempo invariante, X(t) WSS e Y(t) =X3(t). Sia

X(t) = Asin (wt) + Beos(wt) + C

con w e C costanti, mentre A e B due variabili casuali indipendenti e a media nulla. Allora, si ha
E[Y(t)] = B [A*sin*(wt) + B*cos*(wt) + -] = e(t)
Siccome la media é una funzione del tempo,
m
ur(0) = B[BY) # uy (5-) = B4

allora il sistema é sicuramente non-lineare.

Sistemi tempo-invarianti

I sistemi tempo-invarianti possono essere di due tipi:
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m sistemi statici, o istantanei;
= sistemi dinamici, o con memoria.

Definizione: Sistema lineare
Un sistema tempo-invariante definito dalla trasformazione T[] ¢ lineare se vale

TlaXi(t) + bXo(t)] = aT[X: ()] + bT[Xo(t)] Va,b € R, VX4, Xy

Teorema:

Per un sistema lineare tempo-invariante (LTI) vale
E[TX@)]=T[EX()]
un®) = T[ux®)]

Nel caso di sistemi LTI, si ha

V()= [ X (t-r) = [ X(n)(t-r)dr = h(t)« X () = X(8)sh(2)

f ) —0

dove h(t) Wt € T ¢ larisposta allimpulso del sistema T[-]. Si ha, inoltre,

H(f) = f T h(t)e 2y
che ¢ la risposta in frequenza del sistema. Se X(¢) ¢ stazionario in senso lato, si puo affermare che ¥(¢) ¢ ancora stazionario in senso lato; infatti, si ha
py () = E[Y (1)]
= Efh(t)  X(1)]
=F [/ﬂo h(T)X(t — 7)dr

o u)

:/ T h(R)E[X(t - 7)]dr

—o0

= /+00 hT)pxdr

—20

= px /_+OG h(r)dr = px H(0)

o0

dove px(f) = px perché X(¢) ¢, per ipotesi, stazionario.
H(0) ¢ la risposta all'impulso del sistema alla frequenza f'= 0, cioé ¢ il guadagno di sistema.
Autocorrelazione del second'ordine

Per i sistemi LTI, vale

Ry(t,t +7)= E[Y(§)Y(t +7)|
—E [ / )X (- Oy - / TRt — )

o0 —C

= Ra(7) = h(r) = h(~7)

Se il processo di partenza X(¢) ¢ stazionario in senso lato (WSS) del second'ordine, e se il sistema ¢ lineare tempo-invariante (LTI), allora l'uscita del
sistema Y(¢) ¢ anch'essa WSS.

R.(T) R,(T)
— h(T) ™ h(-T) — >

In frequenza, si ha

Sy(f) = F[Ry(n)] = Sx(f) - H(f) - H*(f) = Sx(f) - [H(f)]’

I processi X(¢) e ¥(¢) sono anche congiuntamente stazionari, infatti
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Rxy(t,t +7)= E[X(O)Y(t + 7)]
_E {X{t) /m W+ 7 — )t

o

- /+x hEVE[X(@)X(t+ 7 —t)]dt

= hf:T) * R)((T) = R)(y(T)
In termini di densita spettrali, si ha
Sxv(f) = H(f)- Sx([)

Covarianza di ¥(7)

Per quanto riguarda X(7), abbiamo che vale

Cx(t,t+7) = Rx(t,t +7) — px(t)px(t + 7) = Rx(7) + px = Cx(7)

Consideriamo il sistema /(¢) che accetta in ingresso il processo X’(t) e restituisce il processo f’(t), con

- X(6) = X(0) — pux
“ V()= Y(t) — py

dove X(¢) e Y(¢) sono stazionari in senso lato (WSS). Si ha

" Re(t,t+7) = B[X(t)- X(t+ 7)] = Cx(t,t +7) = Re(7) = Cx(7)
= Ry (1) = Rx(7) * (1) * h(—7) = Cx(7) * h(7) * h(—T7)

Abbiamo che
V() = h(t) » X(0) = h(t) = (X(2) — pix) = Y1) — iy
da cui si ottiene
Ry(r) = O ()
ossia
Cy (1) = Cx (1) h(7) = h(—T7)
che ¢ la stessa relazione che esiste per l'autocorrelazione.

Esempio:
Sia

Y(0) = X(0) + X(t — 1)
con uy, Rx(z) e WSS del second'ordine. Si ha
u(®) = E[Y()] = E[X(1) + X(t — tg)] = E[X(t)] + E[X(t — t0)] = ux(t) + px(t — to) = 2ux
Ry(t,t +71) = E[Y()Y(t+7)]
= E[(X()+ X(t = to))(X(t+ 7) + X(t —to + 7))]
=EXHX({t+ )+ X(H)X({E—to+ 1)+ Xt —to) X+ 7)+ Xt — o) X(t —ty + 7)]
=2-Rx(7)+ BRx(r—to) + Rx(7 + 1p)
Un modo alternativo per calcolare la funzione di autocorrelazione é usare la convoluzione,
Ry(t) =Rx(v) * h(t) *h(— 1)
dove si ha
h(t) = (1) + o(t — to)
quindi si ha
Ry (7) = Rx(7) % (8(7) + 6(7 — tg)) * (6(—7) * (=7 — t0))
= (Rx(7) + Rx(7 —10)) * (6(7) + 6(—7 — 1))
= Rx(7) + Rx (7 —to) + Rx(7 + o) + Rx(tau —ty + to) = 2- Rx(7) + Rx(7 — 1) + Rx(7 + to)
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Esercizio: Esercizio per casa

Si ha il processo stocastico
Y() = X(0) + X(t ~ 10)
con X(t) un processo gausiano WSS. Calcolare:

"y
" Ry(z)
" fx(a,1)

» fxoo(on, anty, ta)

Nota: se X(t) ¢ gaussiano e WSS, allora é anche stazionario in senso stretto (SSS). Se poi filtriamo tale processo SSS con un sistema lineare
tempo-invariante (LTI), allora anche Y(t) sara stazionario in senso lato (WSS).

Processi bianchi

Definizione: Processo bianco
Un processo { X (t),t € T'} si dice bianco se:

1. X(t) é stazionario in senso lato (WSS) almeno del second'ordine;
2. la trasformata di Fourier dell'autocovarianza é costante

F[Cx(tr)] = cost

il che vuol dire che la densita spettrale di potenza é

Sx(f) = F[Cx(m)] + pux - 6(1)

Txm
r/_/

Nella realta, i processi bianchi continui non esistono, perché la potenza sarebbe infinita con NoZ£0.
+oc

Px= [ Sx(f)df = +oc

Quindi, dobbiamo restringere la trattazione ai processi bianchi in banda, cio¢ con densita spettrale di potenza costante su una banda limitata B > 0.

Definizione: Processo bianco in banda

Un processo bianco in banda ha la trasformata di Fourier della covarianza, Cx(f), costante nell'intervallo [ — B,B].

Si ha

Sx(f) = % - rect (%) b u0(f)

In questo caso, la potenza ¢

Pe— [ sxndr = [} (G uk30) df = T2B) i = NoB-+ iy

Si ha, quindi,
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r_Px—ix _ ox

N
1] B B
Nel caso di processi bianchi in banda limitata, la funzione di autocorrelazione ¢
N, N, . .
Cx(r)=F! |:70?‘€C£ (%)} = EO 2B - sinc(2Bt) = 0% sinc(2Br)

Processi bianchi discreti

Se un processo ¢ bianco e discreto (per esempio, puo essere la versione campionata di un processo continuo), si ha sempre potenza finita nel periodo:

Px = Rx(0) = +5 Sx(f)df

_1
3

Un processo bianco discreto, essendo la versione campionata di un processo bianco continuo, ¢ sempre implicitamente considerato come in banda:
per il teorema di Shannon, infatti, un segnale deve essere campionato ad una frequenza almeno doppia della banda del segnale,

Je=2B
quindi, deve esistere il valore

B<x

Esempio: Esempio di tema d'esame
Sia { X (t) ,tE ]R} un processo gaussiano, stazionario in senso lato (WSS) e bianco in banda B, con:

= B=1]0
mux=2
m Py=24

Soluzione:
1l processo X(t) ¢ WSS e gaussiano, il che vuol dire che é anche stazionario in senso stretto (SSS). Per calcolare la funzione di
autocovarianza, basta calcolare il valore di Ny:

p)(—,u.)( 24—4_

Ny = = 2
: B 10
da cui
2
{500
10 ' T
Si ottiene

Cx(r)=F'[Sx(f)]=F! {red (%)] = 20 - sinc(2071)

Da notare che nel calcolo di =1 [SX (f)] non bisogna inserire la d del valore continuo, altrimenti si trova la funzione di

autocorrelazione Rx(%).

Processi ciclostazionari

Definizione: Processo ciclostazionario
Un processo {X(t), t e T} e ciclostazionario quando c'é invarianza alla traslazione periodica.

Un classico esempio di processo ciclostazionario ¢
X(¢) = Vsin(¢)

dove V € una variabile casuale.
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Esercizio su Luca e Giorgio

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Esercizio: Luca e Giorgio

Due amici, Luca e Giorgio, si danno appuntamento al bar tra le 8 e le 8:30; i due arrivano al bar in
modo casuale ed indipendente.

1. Definire lo spazio di probabilita,

2. Calcolare la probabilita che Luca arrivi prima di Giorgio,

3. Sapendo che arrivati al bar si fermano per un tempo pari a ATy, = 5 minuti e ATG = 5 minuti,
calcolare la probabilita che si incontrino.

1.Siha
Q.= [0,71x(0,7]
F={ACR|A=Bn% B cB(R)

0 altrimenti

F(L,G) = {%:f (L,G) € [0,T] x [0,T]

2. Si ha, a causa dell'indipendenza,

A(L) 1
P(L<G)="F"=3

Una rappresentazione alternativa puo essere data con gli integrali:

T rr 1 1
—dld2 = -
L n T2 2

3. Lasciato per esercizio.

Estratto da "http://it.wikiversity.org/wiki/Esercizio_su Luca e Giorgio"
Categorie: Teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori | Esercitazioni
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Esempio del sistema di comunicazione binario
simmetrico

Da Wikiversita, l'universita aperta.
Questo ¢ un esempio di applicazione della probabilita condizionata.

Si ha un sistema di comunicazione binario simmetrico

Sorgente ;“—D{ Canale G—’ Ricevitore |

dove m sono i simboli emessi dalla sorgente, 173 1 simboli ricevuti dal destinatario. Nel caso ideale, 173 = 72 nel caso
reale, abbiamo che il messaggio originale m che transita sul canale ¢, in generale, alterato a causa di diversi fattori

quali la presenza di rumore termico, interferenze con altri sistemi di trasmissione, non idealital' del canale.
Consideriamo il caso in cui il canale puo assumere solo due valori: m = 0 ed m = 1 (sorgente binaria).

Lo spazio di probabilita ha come insieme degli esiti

F=1(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)

Come al solito, la c-algebra ¢ I’insieme delle parti, | F' | = 2%, Si definiscono gli eventi

= 4o =(0,0),(0,1)=>m=0

= Bo=(1,0),(1,)=>m=1

Le probabilita a priori sono

B Pm=0)=g¢q
m Pm=1)=p
doveg+p=1.

Ipotizziamo che il canale sia simmetrico, cio¢ la probabilita di crossovert] ¢
Pim=1lm=0)=Pim=0m=1)=c¢
Si ha

= P((1,0) [ 4o) = P((1,1) | A0) =0

= P((0,1)[40)=¢

= P((0,0) | Ap) = 1 — € ¢ la probabilita che non vi siano errori, data la trasmissione m = 0
= P((0,1) [ 41) = P((0,0) | 41) =0

m P((1,0)| 41)=¢

m P((1,1)|4A1)=1—¢

A questo punto, possiamo ridisegnare il canale usando il modello con le probabilita di transizione
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=0

1=

=1 e 11—

Dal teorema della probabilita totale segue che

P((0,0)) = P((0,0)| Ag) - P(An) + P((0,0)]Ay) - P(Ay)

Calcoliamo la prob di ricevere “0” ¢ “1”; in termini elementari

m =0— By = (0,0),(1,0)

n
»m=1— By =(0,1),(1,1)
Allora, calcoliamo

. P(B{}) = PE(U,U)) | P((l,[])) =1 — € - g + € - p (perché i due eventi sono disgiunti)

La probabilita di errore ¢ data dall’evento errore £ = (0,1),(1,0) ¢
P(E)=P({(0,1)}) + P({(1,0)}) =€-(p+q) = ¢

Quindi, in termini di probabilita di errore rispetto alla probabilita dei singoli, per un canale binario simmetrico,
I’errore ¢ indipendente dalla distribuzione di probabilita degli ingressi.

P(Ejm=1)

Definiamo I’evento
C=1(0,1),(1,1)=m=1=B,

che indica che abbiamo ricevuto 1. Allora

P(ENnC) P((0,1 3
peec)~ PENO) _POD) e
P(C) P(C) e-qgt+(l—¢)-p
Casi limite:
mg=1,alloraP(E|C)=1
lq=0allora_P(E|C)=O
" p = q=§,alloraP(E|C)=s

Probabilita a posteriori
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Dato 473 = 1, qual’¢ la probabilita dim=0e m = 1?

_ s 1y Plm=0nm=1)  P((0.1) _ € q
For = Plm=0lm=1) = JEE=D_ TP Sk T-ap
. . Pm=1nm=1) 1—¢€)-q
Pu=Pm=lm=0=""pG"0  ~cqrd-a-»
» Py =
'-PID:
Se € <& 1/2 (canale affidabile), allora
PIIELGRHEL
e-q+p € q

Questo implica che P}, > F,;, cio¢ osservare 373 = 1 aumenta significativamente la probabilita che m = 1. Notate
che per € molto piccolo,

P11—1
dove
Py1 > P( probabilita a priori )

cio¢ la probabilita a posteriori ¢ molto maggiore rispetto alla probabilita a priori. Questo ¢ intuitivo: se cosi non fosse,
allora non servirebbe avere il canale: potremmo dedurre tranquillamente il risultato della trasmissione, meglio che
osservando la trasmissione stessa.

La condizione di massima incertezza si ha quando e =1/ 2, cioé

In questo particolare caso ¢ inutile I’osservazione della trasmissione sul canale: basta tirare a caso e si ottiene la
stessa probabilita di sbagliare.

Dipendenza sorgente e ricevitore

In termini di indipendenza statistica, in un canale ideale c’¢ dipendenza totale tra la sorgente ed il ricevitore. Ad una
data realizzazione della sorgente corrisponde una sola realizzazione del ricevitore, che coincide con quella della
sorgente. Nel caso di massima incertezza, al contrario, sorgente e ricevitore sono statisticamente indipendenti tra
loro; infatti, guardando il risultato del ricevitore non posso dire assolutamente nulla sulla sorgente, e viceversa.

Note

1. 1 La definizione di canale ideale ¢ un sistema con guadagno 1 in banda passante e a fase lineare, quindi
introduce un piccolo ritardo T ed eventualmente un’attenuazione.
2. 1 La probabilita di crossover ¢ la probabilita di sbagliare nel canale binario simmetrico.
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Esercizio con palline bianche e nere nelle scatole

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Esempio: Scatole e palline
Ci sono due scatole A e B:

m jn A ci sono due palline bianche ed una pallina nera;
m in B ci sono una pallina bianca ed una pallina nera.

A || B
OO0 ® O @

Studiare il sistema, qual é la probabilita di pescare una pallina bianca?

Soluzione

To do...
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Esercizio sul codice di Hamming 7 4

Da Wikiversita, ['universita aperta.

Esempio: Codice di Hamming

1l codice di hamming(7,4) e un codice per la correzione degli errori sui canali binari che rappresenta
una parola di 4 bit con una parola di 7 bit. Permette di correggere un errore e rilevare fino ad un
massimo di due errori.

Vogliamo sapere la probabilita che la parola sia esatta, con probabilita di errore sul bit singolo
-3
Pg(b) =10 ~.

Si suppone un canale binario simmetrico indipendente.

Siccome il canale ¢ indipendente, ogni singolo bit ¢ indipendente dall'altro, cio¢ possiamo usare le prove
bernoulliane.

Lo spazio campione ¢
Q={0,1}

dove 0 indica che non c'¢ stato errore, 1 indica che c'é stato un errore. Si ha

F = {2,{1},{0},{0,1}}

e si hanno:

» P(O)=1-10 °
= P(1)=10"3

Una parola ¢ errata quando ci sono almeno due errori. L'evento errore ¢

. C' = shaglio almeno 2 bit sulla parola = {(c;,c5,--- ,67)} € F toc. Z c; > 2

mentre I'evento successo €

. C={(c1,c,-- ,cf)}Eﬁ‘t.c. Z':f < 2

Sappiamo che

quindi

P(C) =Y Pilk) = @M

=27 =2

=]

il che vuol dire che la somma delle probabilita che ci siano k& = 2,3,4,5,6,7 errori ¢ la probabilita totale. Vale
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P(C)=1-P(C)=1- G)pﬂ T G’)pl w

Se la parola non fosse codificata, allora I'unica probabilita di avere la parola giusta sarebbe la totale assenza di
errori.
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Esercizio del mazzo di carte con 3 carte estratte

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Esercizio: Un mazzo di carte

Prendete un mazzo di 52 carte ed estraete 3 carte in maniera indipendente, con reinserimento (ogni

volta ci sono 52 carte).

1. Costruire il modello probabilistico.

2. Determinare la probabilita di pescare esattamente 2 cuori,
3. Determinare la probabilita che almeno una carta sia di cuori.

Per rispondere alla domande, conviene prendere:

(2 = {Cuori, Picche, Fiori, Quadri}

Si ha
131
P(G?LDTI-) = 5—2 = E

Probabilita che due carta siano cuori

Si definisce un nuovo spazio di probabilita (f}g‘ 17:"1 jf’) con

F={3 4,4}

dove
"0 =0xQx0N
"F=F@F®F

Nel caso n =3 e k=2, cio¢ si hanno esattamente due cuori su tre carte pescate, C ¢ I'evento:

C={ci,c0,cseF|Ci=AViel, |I|=2}

che ha probabilita

P(C) = G) - PYA)P(A) =3 (

32
1)

Probabilita che almeno una carta sia cuori

La probabilita che almeno una carta sia fiori ¢ I'evendo D:

D={c,c0cs€F|Ci=AViel,

La probabilita di questo evento ¢:
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Si ha

- (- () () -

da cui si ottiene
37
64
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Serie di esercizi per il corso di Teoria dei segnali e
dei fenomeni aleatori

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Esercizio:

Siano A,B,C tre eventi di uno spazio di probabilita (Q,F,P). Dimostrare che

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB)— P(AC) - P(BC)+ P(ABC)

Esercizio:

Giovanni e marco seguono il corso di teoria dei segnali e dei fenomeni aleatori, il cui esame finale
prevede tre punteggi: A,B,C.

Sapendo che

1. la probabilita che Giovanni prenda B ¢ 0,3
2. la probabilita che Marco prenda B e 0,4
3. la probabilita che nessuno dei due prenda A ma almeno uno dei due prenda B, vale 0,1

calcolare la probabilita che almeno uno dei due prenda B ma nessuno prenda C.

Esercizio:

Si lanciano due dadi indipendenti non truccati; calcolare la probabilita che:

1. la somma dei due dadi sia 5 = &;
2. la somma sias = 8;
3. si ottenga almeno un 6 nei due lanci.

Esercizio:
Si consideri la legge di probabilita di Bernoulli Py(k). Fissati n e p = P(4) la probabilita di successo,
determinare il valore di k per cui si ha la massima probabilita Py()k.

1. calcolare analiticamente il massimo;
2. provare con Octave a verificare il risultato teorico.

Soluzione:

Per calcolare il valore giusto di k, si fa

nl k—1_ n—k+1

P.(k—1) _ koo P9 __n—gq
Py(k) P (n—k+1)p

Nel caso in cui k < (n + 1)p, si ha

Po(k—1)  (n+1l)pg { = {Pﬂ(kJr 1)< P,(k) k<(n+1)p
P,(k) (n+1)(1—p)p P,(k—1)>P,(k) k<(n+1)p

Estratto da "http://it.wikiversity.org
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Esercizio sulla memoria RAM

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Esercizio: Scatola di RAM
Si ha una scatola con all'interno 16 banchi di RAM, di cui

m /2 banchi di RAM sono funzionanti;
m 4 banchi di RAM sono guasti.

Si estraggono 3 banchi di RAM a caso, contemporaneamente.

m Descrivere l'esperimento aleatorio associato,

m Determinare la densita di probabilita della variabile casuale X che rappresenta il numero di
moduli funzionanti estratti;

n /mplementare l'esperimento in GNU/Octave.

Esperimento aleatorio
Si ha:
={{G,G,G}, {F,F.F}, {G F.F}, G,G F}

Con probabilita associate:

1
- P({G!G!G}):P({F!F!F}): g
3
- P({G!F!F}):P({G!G!F}): g
dove F' ¢ un modulo funzionante, G ¢ un modulo guasto. Si ha
1
P(G) _%

Variabile casuale X

Si devono utilizzare le disposizioni per n elementi in k gruppi 3 — 1.
Dyr=nn-1)---(n—k—1)
Casi possibili sonon =16 ¢ k= 3.
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Esercizio al calcolatore sulla trasformazione delle
VC

Da Wikiversita, l'universita aperta.
Si scriva un generatore di numeri pseudo-casuali, sfruttando l'algoritmo lineare congruente:
Tni1 = (a-x, +¢) mod (m)
cona, ¢, m € M. Siha che:
1. c,a devono essere primi tra loro, MCD(a,c) = 1,
2. a— 1 deve essere multiplo di ogni fattore primo di m;

3. a — 1 deve essere multiplo di 4 se m ¢ multiplo di 4.

Realizzare un generatore di numeri pseudo-casulali uniforme in (0,1), utilizzando

ng=7
= m=2""—1
mc=0
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Esercizi sulla trasformazione di variabili casuali

Da Wikiversita, l'universita aperta.

Esercizio:

Date due variabili casuali X e Y con densita spettrale U[0,1], calcolare la funzione di densita di probabilita della

variabile casuale

X
77—
Y

Sfruttiamo un metodo chiamato della variabile ausiliaria:

Z=q(X,Y)=% _ [Y=g(ZW)=WZ
W=gXY)=X X =gHZ,W)=--
S

1
Tt
¥

con determinante

Si ha

D=
I

1
det(Jy) = —

z
Si ha

(W, ZW) 2

— _Z _ow
Jaw = Haagyr ~ MW

1l dominio e

=W e [-1,0]
» 7 € [—00,0]

da cui si ottiene

(X +1)

X -rect (X +

1 1
Y = (X+41)-rect (X-|—§) - Z= i)

File:TFA esempio X diviso Y variabile ausiliaria.png

Si ha

0
) 2w - dw

z—1

fx(z) = f_:c fzw(z, w)dw

siccome

W41 1

L = = w=—

allora si ottiene

1di3

W1
W

1
-rect (ﬂf + ﬁ)
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Quindi, si ha

1

e

visto che prima si e lasciato indietro un modulo.

Esercizio:

Date due variabili casuali X e Y con funzioni di densita di probabilita di tipo U[0,1] xUJ0,1], determinare la
densita di probabilita della variabile casuale

~ max(X,Y)
~ min(X,Y)

Per risolvere questo problema ci sono due metodi:

Metodo 1:
Siva a calcolare prima Fz, per poi derivare f7. Si ha

max(X,Y)

Fz(z) =P(Z<z)=P (min{X V)

< z) =xyzo0 P(max(X,|Y) < z-min(X,Y))

» sevale che Y > X, allora si ha

z <1
= =
=2 0=p (S dz)dy =1 (22) 221
m se vale, al contrario, Y < X, allroa
0 z—1

PX<zY)=1p (fgdy)dxzé(%) 221

Da qui si ottiene

_z—l

Fz(z) = . = fz(z) = %

z>1

Metodo 2: Lasciato per esercizio

La definizione di Z puo essere rivista come

*‘—é X>Y
5% X<V

quindi si ha

fz(2) = fzxsv(zlz 2 y) P(X 2 Y) + fzxey(2r <y)P(X <Y)

Esercizio: Condizionamento di variabili casuali
Ciao!

LAVORI IN CORSO! - WORK IN PROGRESS!
Davide Morellato si sta occupando di questo testo; non apportare modifiche se I'ultima modifica

(http://it.wikiversity.org/w/index.php?title=Esercizi_sulla_trasformazione di_variabili_casuali&action=history) ¢
recente.
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